
中图分类号：TP309
学科分类号：083900

论文编号：1028716 24-B003

博士学位论文

面向可信视觉任务的

不变表征方法研究

研究生姓名 祁树仁

学科、专业 网络空间安全

研究方向 可信人工智能

指导教师 张玉书教授

南京航空航天大学

研究生院 计算机科学与技术学院

二〇二四年六月





Nanjing University of Aeronautics and Astronautics
The Graduate School

College of Computer Science and Technology

Invariant Representations for
Trustworthy Vision Tasks

A Thesis in

Cyberspace Security

by

Shuren Qi

Advised by

Prof. Yushu Zhang

Submitted in Partial Fulfillment

of the Requirements

for the Degree of

Doctor of Philosophy

June, 2024





承诺书

本人声明所呈交的博士学位论文是本人在导师指导下进

行的研究工作及取得的研究成果。除了文中特别加以标注和致

谢的地方外，论文中不包含其他人已经发表或撰写过的研究成

果，也不包含为获得南京航空航天大学或其他教育机构的学位

或证书而使用过的材料。

本人授权南京航空航天大学可以将学位论文的全部或部

分内容编入有关数据库进行检索，可以采用影印、缩印或扫描

等复制手段保存、汇编学位论文。

（保密的学位论文在解密后适用本承诺书）

作者签名：

日 期：





南京航空航天大学博士学位论文

摘 要

开发稳健、可解释的视觉系统是迈向可信人工智能的关键步骤。为此，一类重要的研究范

式将视觉任务及其物理系统所固有的不变性或对称性结构抽象出来，作为视觉表征环节的设计

原则，从而在基础上改善整个系统的稳健性和可解释性。该类方法被称为“不变表征”，在几何

深度学习、人工智能驱动的科学发现、以及信息安全和取证等可信人工智能领域得到了广泛的

研究与应用。

目前的不变表征方法仍面临以下两方面的研究难点。在理论层面，经典不变量通常基于图

像的全局表征假设，而对于视觉任务中更具信息量的图像局部和层次表征，缺乏相应的理论扩

展；在实践层面，经典不变量通常用于小规模视觉任务，而对于具有不变性或对称性先验的更

大规模视觉任务，缺乏相应的实践扩展。

围绕以上难点，本文系统性分析了前人的不变表征研究，进一步提出了全局、局部和层次

不变表征的新方法，并成功应用于多种信息安全和取证的可信任务。主要内容概括如下：

分析经典不变量。本文首先深入分析了经典不变量方法，为后续的三个创新性课题提供了

理论和实践基础。首先，在理论层面回顾不变量的发展历史并梳理其中的核心知识，重点分析

近期在快速/精确计算、稳健性/不变性优化、定义扩展和应用的成功经验，这些内容将在后续课

题中得到进一步的理论扩展。此外，在实践层面提供了系统性的开源实现 MomentToolbox，并

基于此给出了广泛的数值评估结果，这些内容将在后续课题中得到进一步的实践扩展。

完善全局不变量。针对经典不变量在含噪环境中的适用性问题，本文提出了一种具有时频

分析能力的噪声不变表征方法。首先，将频域不变量推广为时频域不变量，表现出新的时频判

别性，该推广基于分数阶多项式基和傅里叶基的研究。此外，还将几何不变量推广为几何与噪

声联合不变量，从而更适用于非理想成像条件，该推广基于不变子空间的研究。以上内容是对

全局不变量理论的完善，与基于数据增广训练或数据增强预处理的深度表征相比，其在小规模

的经典视觉任务以及版权保护的可信任务中表现出稳健性、解释性和效率优势。

设计局部不变量。针对经典不变量在局部视觉任务中的适用性问题，本文提出了一种局部

不变表征方法。首先，将经典不变量的定义从全局扩展到具有尺度空间的局部，形式化了其在

几何不变性、等变性和协变性方面的核心结论。此外，推导出了高效的离散计算策略，具有低

误差、常数阶复杂性以及基函数通用性的特点。以上内容设计了新的局部不变量理论，与先进

的稠密局部表征相比，其在中等规模的经典视觉任务以及人为篡改取证的可信任务中表现出稳

健性、解释性和效率优势。
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探索层次不变量。针对经典不变量在大规模视觉任务中的适用性问题，本文提出了一种层

次不变表征方法。以不变量理论重新审视卷积神经网络中的典型模块，形式化了实现层次不变

性的一般蓝图和具体定义，将上述全局和局部不变量的基本理论统一推广到层次假设。群论分

析证明，提出方法在其任意中间层都表现出连续且直接的几何对称性。以上内容探索了新的层

次不变量理论，与现有的经典不变量、学习表征网络、不变表征网络相比，其在更大规模的经

典视觉任务以及机器生成取证的可信任务中能够更好地权衡不变性和判别性，同时表现出解释

性和效率优势。

关键词：可信人工智能，稳健性，可解释性，不变性，对称性
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ABSTRACT

Developing robust and interpretable vision systems is a crucial step towards trustworthy artificial in-

telligence (AI). In this regard, a promising paradigm considers embedding task-required invariant/sym-

metry structures in the visual representation, thereby improving the robustness and interpretability of the

system fundamentally. Such methods, called invariant representations, have been widely investigated

in the trustworthy fields like geometric deep learning, AI for science, security and forensic.

Current community of invariant representations faces the following research challenges. At the theo-

retical level, classical invariants are based on certain global assumptions. As for more informative local

and hierarchical invariants in computer vision, there is a challenge on corresponding theoretical expan-

sion. At the practical level, classical invariants are often used in certain small-scale vision tasks. As for

larger-scale vision tasks with symmetry prior, there is a challenge on corresponding practical expansion.

Focusing on the above challenges, we review previous research and present new methods for global,

local and hierarchical invariant representations, which have also been successfully applied to security

and forensic tasks. The main contents are summarized as follows:

Analyzing classical invariants. This dissertation begins with an in-depth analysis of classical invari-

ants, providing theoretical and practical foundations for three subsequent topics. At the theoretical level,

the history of invariants is reviewed and the core methods are sorted out, focusing on recent successes

in fast/accurate computation, robustness/invariance optimization, definitional extensions, and applica-

tions. Such efforts will be theoretically extended in following topics. At the practical level, a systematic

open-source implementation, MomentToolbox, is provided with extensive numerical results. Such ef-

forts will be practically extended in following topics.

Refining global invariants. The first topic is to refine the established theory of global invariants.

Here, we generalize the classical frequency-only invariants into a new tool of time-frequency analy-

sis, thus exhibiting higher flexibility and discriminability. The core lies in my study on polynomial or

Fourier bases with fractional orders. Also, we generalize the classical geometric invariants to noise

invariants, thus being more practical in non-ideal imaging conditions. The core lies in my study on

invariant subspaces w.r.t. signal degradation. Such efforts complement the theory of global invariants,

with robustness, interpretability and efficiency benefits in small-scale visual tasks and copyright protec-

tions, than the deep representations based on augmentation training or enhancement preprocessing.

Designing local invariants. The second topic is to generalize the fundamental theory of global in-
III
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variants to the local case. We propose local invariant representation, by extending the definition of

classical orthogonal moments from the global to the local with scale space. The mathematical analysis

explains the important properties, e.g., the representation robustness based on invariance, equivariance,

and covariance. Also, we derive a fine-tuned discrete computation strategy, which is characterized by

low error, constant complexity, and generality for arbitrary basis functions. Such efforts led to a new

theory of local invariants, exhibiting robustness, interpretability and efficiency benefits in mid-scale

vision tasks and hand-crafted forgery forensics, than state-of-the-art dense representations.

Exploring hierarchical invariants. The third topic is to generalize the fundamental theory of global

and local invariants to the hierarchical case. We propose hierarchical invariant representation, by re-

thinking the typical modules of convolutional neural networks (CNN). We formalize a blueprint for

hierarchical invariance and define new modules with their compositions to fulfill the blueprint. The

group theory shows the continuous and one-shot equivariance at each intermediate layer. Such efforts

led to a new theory of hierarchical invariants, with better trade-off between invariance and discriminabil-

ity than traditional invariants and CNN in larger-scale vision tasks and AI-generated forgery forensics,

also exhibiting interpretability and efficiency benefits.

Keywords: Trustworthy artificial intelligence, robustness, interpretability, invariance, symmetry
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第一章 绪论

本文以可信人工智能背景，研究不变表征方法及其在计算机视觉问题中的应用。本章首先

介绍研究背景和意义，随后阐明该领域的现状和难点，最后描述文章的整体结构和创新点。

1.1 研究背景和意义

可信人工智能。在人工智能（Artificial Intelligence，AI）研究中，可信性 [1,2]是重要内容之

一，目前已成为社会公众所普遍关心的问题：中国等 28国签署的全球性声明《布莱切利宣言》

强调“人工智能应该以安全、以人为中心、值得信赖和负责任的方式设计、开发、部署和使用”。

回顾人工智能近年来的发展，随着深度机器学习方法在感知信息理解 [3]和棋类游戏 [4]等应

用中取得突破性进展，其场景正在自然拓展到信任攸关的领域，包括但不限于科学问题求解 [5]、

生物识别和身份认证 [6]、医疗诊断 [7]、自动驾驶和机器人 [8]、以及信息安全和取证 [9]。显然，在

上述可信场景中，人工智能系统的稳健性和可解释性是至关重要的：一般而言，稳健性是指系

统的性能对于输入的类内变化是稳定的；可解释性是指系统的行为可以被人类理解或预测。

不变表征与计算机视觉。为实现稳健和可解释的人工智能系统，一类重要的研究范式将任

务背后的不变性或对称性先验抽象出来并作为特征表示（简称表征）的设计原则，被称为“不

变表征”。该方法已在诸多可信领域中成功应用，并发展出了几何深度学习 [10]等新兴学科方向。

让我们将上述不变表征的一般性讨论具体到本文所关注的计算机视觉（Computer Vision，

CV）领域。表征在视觉系统中扮演基础作用，即知识发现或数据处理算法一般建立在视觉数据

（如图像）的“有意义”特征之上，而非直接建立于原始数据。因而，视觉系统的性能在很大程

度上取决于视觉表征的好坏；在 Kaggle等知名平台的视觉竞赛中，大量的实践经验也表明表征

对结果的影响往往比算法更重要。为此，众多视觉领域都对如何获取有效的表征进行了研究 [11]，

其中共同的成功经验在于视觉表征的设计必须依赖于视觉任务的先验知识。在此方面，存在一

类最为基础和通用的先验知识，即自然世界的对称性先验——最早由数学家克莱因在几何学的

“爱尔兰根纲领”中正式定义 [12]，后经数学及物理学家诺特、外尔、杨振宁等人发展 [13]，已成

为现代物理学的核心概念，被广泛认为是主导物理学法则的一种基本规律。在几何学和物理学

文献中，对称性可以被非正式地描述为：“系统的对称性是一种变换使所述系统的某些属性保

持不变”。计算机视觉任务作为自然世界的一种模拟，其中对称性先验同样无处不在，例如平移

作为图像目标检测系统的对称性，即目标的类别在平移变换下是不变的 [14]。

因此，在视觉表征中嵌入任务所需的不变性或对称性结构是实现计算机视觉系统稳健性和

可解释性的一种重要的原则性保障。

1
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1.2 研究现状和难点

回顾计算机视觉领域，对不变性或对称性的利用几乎贯穿领域本身的发展历史，宏观上跨

越手工表征和学习表征两大研究路径 [15]：

手工表征。对平移、旋转、缩放等几何变换的不变性一直是研究者所考虑的基本原则，涵

盖该领域几乎有所经典方法：从经典不变量为代表的全局特征 [16]，到尺度不变特征变换（Scale-

Invariant Feature Transform，SIFT）等为代表的局部稀疏特征 [17]，再到 DAISY为代表的局部稠

密特征 [18]。在深度学习时代之前，这些方法不仅是图像处理等底层任务的主流解决方案，同时

还与视觉词袋模型等联合用于图像理解的高层任务。然而，这些手工表征在设计上固定的、依

赖于完备或欠完备的变换基，因而在现今的超大规模视觉任务（如 ImageNet分类）中无法提供

足够的判别性水平 [19]。

学习表征。基于深度学习的人工神经网络通过可学习非线性变换的级联实现了强大的判别

性水平。其中，卷积神经网络（Convolutional Neural Networks，CNN）在超大规模视觉任务实现

了显著优于手工表征性能的突破性进展。尽管深度学习领域的典型观点认为表征应形成于数据

驱动的学习而非人工的设计 [3]，但 CNN的成功很大程度上基于对不变性或对称性的利用 [14,20]。

具体而言，即使有万能逼近定理的保障，全连接神经网络对图像数据的直接表征仍是不稳定且

低效的，这是维度诅咒的典型案例；相反，CNN引入了对称性先验（卷积的平移对称性 [21]），因

而在很大程度上缓解了维度诅咒问题。另一方面，这些高度非线性的方法仍然表现出严重的稳

健性和解释性问题，例如，缺乏定制化引入任务先验（包括除平移外的其他几何对称性）的有

效手段 [22]、对抗性扰动的存在及其解释 [23,24]等。因而，经典学习表征不能良好扩展到信任和安

全攸关的视觉任务 [25]。

宏观难点。综合上述研究现状可知，本文宏观上面临如下困难：不变性方法和判别性方法

分别在手工和学习路径上近乎独立的发展，这将导致研究者在迈向稳健和可解释的可信视觉任

务时面临二者棘手的权衡。

具体难点。受以上宏观分析启发，本文聚焦于经典不变量理论的进一步发展，力图改善不

变量的在现实世界可信视觉任务中的判别性。通过深入分析经典不变量的研究现状（在第二章

展开），本文研究面临的困难又可具体为以下两方面判别性问题：

• 理论上，经典不变量通常基于图像的全局表征假设，而对于视觉任务中更具信息量的图

像局部和层次表征，缺乏相应的理论扩展；

• 实践上，经典不变量通常用于小规模视觉任务，而对于具有不变性或对称性先验的更大

规模视觉任务，缺乏相应的实践扩展。

2



南京航空航天大学博士学位论文

不变表征

全局表征假设

第二章第二章
分析经典不变量

理论梳理和实践基准
后续三个章节的研究基础
ACM Compu�ng Surveys

第三章第三章
完善全局不变量

新增时频判别性和噪声不变性
小规模可信任务：版权保护

IEEE TPAMI

局部表征假设
第四章第四章

设计局部不变量

经典不变量理论推广到局部假设
中等规模可信任务：人为篡改取证

IEEE TPAMI

层次表征假设
第五章第五章

探索层次不变量

经典不变量理论推广到层次假设
大规模可信任务：机器生成取证

IJCV在审IJCV在审IJCV在审

图 1.1 本文研究框架。

1.3 本文工作和创新

围绕以上难点，本文系统性分析了前人的不变表征研究，进一步提出了全局、局部和层次

不变表征的新方法，并成功应用于多种信息安全和取证的可信任务，如图 1.1所示。

本文的主要研究成果及其创新性概括如下：

分析经典不变量。本文首先深入分析了经典不变量方法，为后续的三个创新性课题提供了

理论和实践基础。首先，在理论层面回顾不变量的发展历史并梳理其中的核心知识，重点分析

近期在快速/精确计算、稳健性/不变性优化、定义扩展和应用的成功经验，这些内容将在后续课

题中得到进一步的理论扩展。此外，在实践层面提供了系统性的开源实现 MomentToolbox，并

基于此给出了广泛的数值评估结果，这些内容将在后续课题中得到进一步的实践扩展。

完善全局不变量。针对经典不变量在含噪环境中的适用性问题，本文提出了一种具有时频

分析能力的噪声不变表征方法。首先，将频域不变量推广为时频域不变量，表现出新的时频判

别性，该推广基于分数阶多项式基和傅里叶基的研究。此外，还将几何不变量推广为几何与噪

声联合不变量，从而更适用于非理想成像条件，该推广基于不变子空间的研究。以上内容是对

全局不变量理论的完善，与基于数据增广训练或数据增强预处理的深度表征相比，其在小规模

的经典视觉任务以及版权保护的可信任务中表现出稳健性、解释性和效率优势。

设计局部不变量。针对经典不变量在局部视觉任务中的适用性问题，本文提出了一种局部

不变表征方法。首先，将经典不变量的定义从全局扩展到具有尺度空间的局部，形式化了其在

几何不变性、等变性和协变性方面的核心结论。此外，推导出了高效的离散计算策略，具有低

误差、常数阶复杂性以及基函数通用性的特点。以上内容设计了新的局部不变量理论，与先进

的稠密局部表征相比，其在中等规模的经典视觉任务以及人为篡改取证的可信任务中表现出稳

健性、解释性和效率优势。

探索层次不变量。针对经典不变量在大规模视觉任务中的适用性问题，本文提出了一种层

3
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次不变表征方法。以不变量理论重新审视卷积神经网络中的典型模块，形式化了实现层次不变

性的一般蓝图和具体定义，将上述全局和局部不变量的基本理论统一推广到层次假设。群论分

析证明，提出方法在其任意中间层都表现出连续且直接的几何对称性。以上内容探索了新的层

次不变量理论，与现有的经典不变量、学习表征网络、不变表征网络相比，其在更大规模的经

典视觉任务以及机器生成取证的可信任务中能够更好地权衡不变性和判别性，同时表现出解释

性和效率优势。

本文的组织结构概括如下：

• 第一章绪论，概括本文的背景、难点以及工作创新。

• 第二章分析经典不变量，展开论述该领域的研究现状，其理论梳理和实践基准作为后续

三个创新性课题的研究基础。

• 第三章完善全局不变量，将全局不变量推广到时频域含噪假设，由此改善不变表征方法

在非理想成像条件下的适用性。

• 第四章设计局部不变量，将全局不变量的基本理论推广到更广义的局部假设，由此改善

不变表征方法在局部视觉任务中的适用性。

• 第五章探索层次不变量，将上述全局和局部不变量的基本理论统一推广到层次假设，由

此改善不变表征方法在大规模视觉任务中的适用性。

• 第六章总结，回顾全文内容并展望未来工作。
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第二章 分析经典不变量

本学位论文的理论来源主要是经典不变量，即图像矩和矩不变量，该理论了涵盖现有图像

不变表征方法的主要实现手段。本章全面分析经典不变量的基本概念和各个研究方向的研究现

状，并首次给出系统性的开源测试基准和软件实现。这些理论和实践内容将在后续三个章节中

得到进一步扩展。

2.1 历史回顾

1962年，Hu首次在计算机视觉和模式识别领域引入了经典不变量方法，其源自 Hilbert的

代数不变量研究 [26]。此后，经过 60余年的研究，已经开发出了许多基于经典不变量的图像表

示技术，在其领域实现了不同程度的成功：

• 1998年，Mukundan等人 [27]对当时的主要论文进行了综述，主要总结了几种经典矩函数

的理论研究。

• 2006年，Pawlak [28]对不变量的重构和计算方面进行了全面综述，特别是引入了误差分析

的系统性方法。

• 2007年，Shu等人 [29–31]分别对经典不变量的数学定义、不变性增强和数值计算进行了简

要综述。

• 2009年，Flusser等人 [32] 发表了经典不变量的首个专著，系统性地描述了二维假设（图

像）下各种几何不变量的理论，这对经典不变量的发展做出了重大的贡献。该专著的扩

展版本 [33]将二维假设进一步扩展至更高维（图形）。

• 2011年，Hoang [34]在其博士论文中具体综述了旋转不变量方法，涵盖了理论基础、表征

性质和数值计算。上述大部分综述未涵盖近 10年的最新进展。

• 2014年，Papakostas等人 [35]筛选出经典不变量研究的里程碑工作，并首次对各个研究方

向的具体进展进行综述。然而，作者并未对这些新进展的理论基础进行抽象和总结。

• 2019年，Kaur等人 [36] 对经典不变量进行了比较性综述，但仍然缺乏对各个方向最新进

展的深入分析。上述综述文献的共同缺陷在于缺乏开源的测试基准和软件实现，这限制

了该领域的进一步发展。

在本章，我们贡献是给出了不变量研究的系统性现状分析，特别是涵盖最新进展的深入梳

理以及开源的测试基准和软件实现，这将是对以上文献的有益补充，同时作为后续三个创新性

课题的研究基础。本章从图像矩领域的基本理论和经典方法开始，特别关注背后的动机和成功

经验（2.2 节）。随后，我们对各研究方向的最新进展进行了讨论，包括快速/准确计算、稳健
5
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图 2.1 图像矩方法分类。

性/不变性优化、定义扩展和应用（2.3节）。此外，我们报告了这些方法的比较结果以及开源实

现（2.4节）。最后，对本章内容进行总结（2.5节）。

2.2 预备知识和经典方法

数学上，图像矩一般被定义为图像函数 𝑓 与 (𝑛 + 𝑚) 阶的基函数 𝑉𝑛𝑚 在区域 𝐷 上的内积

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ [32]：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.1)

其中星号 ∗表示复共轭。直观上，图像矩集合 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩是 𝑓 在一组基函数 {𝑉𝑛𝑚 : (𝑛, 𝑚) ∈ Z2}形

成的子空间上的投影 [34]。事实上，存在无限的基函数集合满足上述基本定义，研究者通常需要

选择一组特殊的基函数 𝑉𝑛𝑚 使得 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩表现出有益的图像表征性质。因而，根据基函数的数

学性质，图像矩家族可以分为不同的类别，如图 2.1所示。

首先，根据基函数是否满足正交性，图像矩可以分为正交矩和非正交矩。正交性指的是基

函数集中的任意两个不同的基函数 𝑉𝑛𝑚 和 𝑉𝑛′𝑚′ 线性无关（或几何术语“垂直”），使得所形成

的图像矩集合没有冗余信息。数学上，当满足以下条件时 𝑉𝑛𝑚和 𝑉𝑛′𝑚′ 正交：

⟨𝑉𝑛𝑚, 𝑉𝑛′𝑚′⟩ =
∬
𝐷

𝑉𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑉∗
𝑛′𝑚′ (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑚𝑚′ , (2.2)
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表 2.1 正交圆谐矩的径向基函数汇总。

正交圆谐矩 径向基函数定义

ZM 𝑅 (ZM)
𝑛𝑚 (𝑟) =

√
𝑛+1
𝜋

𝑛−|𝑚|
2∑
𝑘=0

(−1)𝑘 (𝑛−𝑘 )!𝑟𝑛−2𝑘

𝑘!( 𝑛+|𝑚|
2 −𝑘 )!( 𝑛−|𝑚|

2 −𝑘 )!

PZM 𝑅 (PZM)
𝑛𝑚 (𝑟) =

√
𝑛+1
𝜋

𝑛−|𝑚 |∑
𝑘=0

(−1)𝑘 (2𝑛+1−𝑘 )!𝑟𝑛−𝑘
𝑘!(𝑛+|𝑚 |+1−𝑘 )!(𝑛−|𝑚 |−𝑘 )!

OFMM 𝑅 (OFMM)
𝑛 (𝑟) =

√
𝑛+1
𝜋

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑛+𝑘 (𝑛+𝑘+1)!𝑟 𝑘
𝑘!(𝑛−𝑘 )!(𝑘+1)!

CHFM 𝑅 (CHFM)
𝑛 (𝑟) = 2

𝜋

( 1−𝑟
𝑟

) 1
4
⌊ 𝑛

2 ⌋∑
𝑘=0

(−1)𝑘 (𝑛−𝑘 )!(4𝑟−2)𝑛−2𝑘

𝑘!(𝑛−2𝑘 )!

PJFM 𝑅 (PJFM)
𝑛 (𝑟) =

√
(𝑛+2) (𝑟−𝑟2 )
𝜋 (𝑛+3) (𝑛+1)

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑛+𝑘 (𝑛+𝑘+3)!𝑟 𝑘
𝑘!(𝑛−𝑘 )!(𝑘+2)!

JFM 𝑅 (JFM)
𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟) =

√
𝑟𝑞−2 (1−𝑟 ) 𝑝−𝑞 (𝑝+2𝑛) ·Γ (𝑞+𝑛) ·𝑛!

2𝜋Γ (𝑝+𝑛) ·Γ (𝑝−𝑞+𝑛+1)

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘Γ (𝑝+𝑛+𝑘 )𝑟 𝑘
𝑘!(𝑛−𝑘 )!Γ (𝑞+𝑘 )

RHFM 𝑅 (RHFM)
𝑛 (𝑟) =


1√

2𝜋𝑟
𝑛 = 0√

1
𝜋𝑟

sin(𝜋(𝑛 + 1)𝑟) 𝑛 > 0 & 𝑛 odd√
1
𝜋𝑟

cos(𝜋𝑛𝑟) 𝑛 > 0 & 𝑛 even
EFM 𝑅 (EFM)

𝑛 (𝑟) = 1√
2𝜋𝑟

exp( 𝒋2𝑛𝜋𝑟)
PCET 𝑅 (PCET)

𝑛 (𝑟) = 1√
𝜋

exp( 𝒋2𝑛𝜋𝑟2)

PCT 𝑅 (PCT)
𝑛 (𝑟) =

{ 1√
𝜋

𝑛 = 0√
2
𝜋

cos(𝑛𝜋𝑟2) 𝑛 > 0

PST 𝑅 (PST)
𝑛 (𝑟) =

√
2
𝜋

sin(𝑛𝜋𝑟2)

BFM 𝑅 (BFM)
𝑛 (𝑟) = 1√

𝜋𝐽𝑣+1 (𝜆𝑛 )
𝐽𝑣 (𝜆𝑛𝑟), 𝐽𝑣 (𝑥) =

∞∑
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!Γ (𝑣+𝑘+1)

(
𝑥
2

)𝑣+2𝑘

其中 𝛿𝑖 𝑗 是克罗内克函数，定义为：

𝛿𝑖 𝑗 =


0 𝑖 ≠ 𝑗

1 𝑖 = 𝑗
. (2.3)

非正交矩中，知名方法包括几何矩 [32]（Geometric Moments）、旋转矩 [37]（Rotational Mo-

ments）、复数矩 [38]（Complex Moments）和广义傅立叶描述子 [39]（Generic Fourier Descriptor）。

由于基函数的非正交性，基于这些矩的不变表征存在较高的信息冗余，缺乏可逆性（难以实现

图像重构）和完备性（表征的判别性不足）。因此，正交性是设计基函数时需满足的一般性要求。

其次，根据基函数是否连续，图像矩可以分为连续矩和离散矩。在二维（图像）假设下，连

续和离散矩的基函数分别定义在二维的实数值和整数值空间中，即域 𝐷 ∈ R2 和 𝐷 ∈ Z2。当计

算数字图像的连续矩时，通常需要引入适当的离散化以近似连续积分，并随之产生不同程度的

计算误差。在后续章节，我们将进一步描述此类误差的原因和解决方案。对于离散矩而言，如离

散切比雪夫矩 [40]（Tchebichef Moments）、克拉夫丘克矩 [41]（Krawtchouk Moments）、哈恩矩 [42]

（Hahn Moments）、双哈恩矩 [43]（Dual Hahn Moments）、拉卡矩 [44]（Racah Moments），其计算则
7



面向可信视觉任务的不变表征方法研究

不涉及任何近似误差。因此，离散矩更适用于高精度的图像处理任务，例如图像重构、压缩和

去噪。

最后，根据定义基函数的坐标系，图像矩可以分为笛卡尔矩和圆谐矩。对于连续矩而言，笛卡

尔矩的基函数定义在 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ (−∞, +∞), 𝑦 ∈ (−∞, +∞)}或 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑦 ∈

[−1, 1]} 上，而圆谐矩的定义域为 𝐷 = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈ [0, +∞), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)} 或 𝐷 = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈

[0, 1], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)}（即单位圆）。根据 Bhatia等人的证明 [45]，对图像关于原点 (𝑥, 𝑦) = (0, 0) 旋

转不变的图像矩需定义在极坐标，且具有以下形式：

𝑉𝑛𝑚(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) ≡ 𝑉𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃), (2.4)

其中角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃) ( 𝒋 =
√
−1)，径向基函数 𝑅𝑛 (𝑟)可以是任意形式 [34]。令 𝑓𝑅 为

原始图像 𝑓 关于中心的旋转版本，当 𝑉𝑛𝑚符合上述形式时，必然存在一个函数 I（除常值函数

外）使得

I({⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩}) ≡ I({⟨ 𝑓𝑅, 𝑉𝑛𝑚⟩}), (2.5)

即满足旋转不变性。这种旋转不变量是一种经典的矩不变量。

对于笛卡尔矩而言，如勒让德矩 [46]（Legendre Moments）、高斯-埃尔米特矩 [47]（Gaussian-

Hermite Moments）、盖根鲍尔矩 [48]（Gegenbauer Moments）、连续切比雪夫矩 [49]（Chebyshev

Moments）以及上述离散矩，在实现旋转不变性方面存在困难。由于数字图像定义在笛卡尔坐

标系而圆谐矩定义在极坐标系，计算数字图像的圆谐矩时通常需要引入坐标转换，并由此产生

不同程度的计算误差。在后续章节，我们将进一步描述此类误差的原因和解决方案。

基于上述预备知识可知，正交性和旋转不变性结构是设计经典不变量方法的重要原则。因

此，接下来将对正交圆谐矩进行综述。

从公式（2.4）可以得知，圆谐矩的基函数是可分离的，则在正交圆谐矩中公式（2.2）可以

重写为：

⟨𝑉𝑛𝑚, 𝑉𝑛′𝑚′⟩ =
2𝜋∫

0

1∫
0

𝑅𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)𝑅∗
𝑛′ (𝑟)𝐴∗

𝑚′ (𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=

2𝜋∫
0

𝐴𝑚(𝜃)𝐴∗
𝑚′ (𝜃)𝑑𝜃

1∫
0

𝑅𝑛 (𝑟)𝑅∗
𝑛′ (𝑟)𝑟𝑑𝑟

= 2𝜋𝛿𝑚𝑚′

1∫
0

𝑅𝑛 (𝑟)𝑅∗
𝑛′ (𝑟)𝑟𝑑𝑟.

(2.6)

8
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由于 ⟨𝑉𝑛𝑚, 𝑉𝑛′𝑚′⟩ = 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑚𝑚′ ，径向基函数 𝑅𝑛 (𝑟) 应满足以下加权正交性条件：

1∫
0

𝑅𝑛 (𝑟)𝑅∗
𝑛′ (𝑟)𝑟𝑑𝑟 =

1
2𝜋
𝛿𝑛𝑛′ . (2.7)

公式（2.7）是在设计正交圆谐矩时需满足的一般性要求。角向基函数 𝐴𝑚(𝜃)由于 Bhatia等

人 [45] 的证明，具有固定形式 exp( 𝒋𝑚𝜃)，这意味着现有正交圆谐矩方法的主要差异在于径向基

函数的定义。在这方面，主要有三种类型的正交函数可用作定义，包括雅可比多项式、谐波函

数和本征函数。接下来，我们将简要介绍这三组方法，并给出它们的径向基函数的归一化定义，

即直接满足公式（2.7）。

2.2.1 雅可比多项式

以雅可比多项式定义径向基函数的正交圆谐矩主要包括：泽尔尼克矩 [46]（Zernike Moments，

ZM）、伪泽尔尼克矩 [37]（Pseudo-Zernike Moments，PZM）、正交傅里叶-梅林矩 [50]（Orthogonal

Fourier-Mellin Moments，OFMM）、切比雪夫-傅里叶矩 [51]（Chebyshev-Fourier Moments，CHFM）、

伪雅可比-傅里叶矩 [52]（Pseudo Jacobi-Fourier Moments，PJFM）、雅可比-傅里叶矩 [53]（Jacobi-

Fourier Moments，JFM）。表 2.1汇总了这些方法径向基函数的定义。

注意，JFM的径向基函数是直接从原始雅可比多项式 [45]构造，而 ZM、PZM、OFMM、CHFM

和 PJFM的径向基函数实际上都是雅可比多项式的特殊情况。因此，JFM是上述方法的推广定义：

通过设置参数 𝑝和 𝑞的值，可以直接从 𝑅 (JFM)
𝑛𝑚 (𝑝, 𝑞, 𝑟)获得 𝑅 (OFMM)

𝑛𝑚 (𝑟)、𝑅 (CHFM)
𝑛𝑚 (𝑟)和 𝑅 (PJFM)

𝑛𝑚 (𝑟)；

𝑅 (JFM)
𝑛𝑚 (𝑝, 𝑞, 𝑟)与 𝑅 (ZM)

𝑛𝑚 (𝑟)/𝑅 (PZM)
𝑛𝑚 (𝑟)之间的关系更加复杂，请参考 Hoang等人的工作 [54]以获取

更多细节。这里，参数设置总结如下：

• ZM——𝑝 = |𝑚 | + 1, 𝑞 = |𝑚 | + 1;

• PZM——𝑝 = 2|𝑚 | + 2, 𝑞 = 2|𝑚 | + 2;

• OFMM——𝑝 = 2, 𝑞 = 2;

• CHFM——𝑝 = 2, 𝑞 = 1.5;

• PJFM——𝑝 = 4, 𝑞 = 3;

基于雅可比多项式的正交圆谐矩，特别是标志性的 ZM，在光学、数字图像处理和模式识

别领域具有悠久的研究历史。然而，从上述定义可以看出，这些径向基函数依赖于阶乘或伽马

项的求和，导致高昂的计算成本。此外，阶乘或伽马函数往往会引起计算误差，产生数值不稳

定性。在 2.3节中，我们将进一步描述该问题的成因和解决方案。
9
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表 2.2 正交圆谐矩的径向基函数性质。

正交圆谐矩 参数 复杂度 稳定性 零点数量 零点分布

ZM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z, |𝑚 | ≤ 𝑛,
𝑛 − |𝑚 | =偶数 高 差 (𝑛 − |𝑚 |)/2 有偏

PZM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z, |𝑚 | ≤ 𝑛 高 差 𝑛 − |𝑚 | 有偏
OFMM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z 高 差 𝑛 均匀
CHFM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z 高 差 𝑛 均匀
PJFM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z 高 差 𝑛 均匀

JFM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z, 𝑝, 𝑞 ∈ R,
𝑝 − 𝑞 > −1, 𝑞 > 0 高 差 𝑛 均匀

RHFM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z 低 中 𝑛 均匀
EFM 𝑛 ∈ Z, 𝑚 ∈ Z 低 中 2𝑛 均匀
PCET 𝑛 ∈ Z, 𝑚 ∈ Z 低 好 2𝑛 有偏
PCT 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z 低 好 𝑛 有偏
PST 𝑛 ∈ N+, 𝑚 ∈ Z 低 好 𝑛 − 1 有偏

BFM 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z, 𝑣 ∈ R,
𝜆𝑛 = 𝐽𝑣 (𝑥)的第 𝑛个零点

很高 中 𝑛 均匀

2.2.2 谐波函数

以谐波函数定义径向基函数的正交圆谐矩主要包括：圆谐-傅里叶矩 [55]（Radial Harmonic

Fourier Moments，RHFM）、指数-傅里叶矩 [56]（Exponent-Fourier Moments，EFM）和极坐标谐

波变换 [57]（Polar Harmonic Transforms，PHT）。这里，PHT包括三种不同的变换：极坐标复指数

变换（Polar Complex Exponential Transform，PCET）、极坐标余弦变换（Polar Cosine Transform，

PCT）和极坐标正弦变换（Polar Sine Transform，PST）。表 2.1汇总了这些方法径向基函数的定

义。

可以看出，RHFM、EFM和 PHT属于调和分析方法，基于复指数函数 {exp( 𝒋2𝑛𝜋𝑟) : 𝑛 ∈ Z}

和三角函数 {1, cos(2𝑛𝜋𝑟), sin(2𝑛𝜋𝑟) : 𝑛 ∈ Z+}。上述径向基函数定义密切相关，可以通过欧拉公

式 exp( 𝒋𝛼) = cos(𝛼) + 𝒋 sin(𝛼) 和变量替换 𝑑𝑟 = 1
2𝑑𝑟

2 实现相互转化。计算方面，与基于雅可比

多项式的正交圆谐矩相比，此类方法不涉及任何复杂的阶乘或伽玛项以及求和，意味着更低的

时间复杂性和更好的数值稳定性。

2.2.3 本征函数

目前，基于本征函数的正交圆谐矩还比较少，主要包括贝塞尔-傅里叶矩 [58]（Bessel-Fourier

Moments，BFM），其径向基函数定义见表 2.1。可以看到，该径向基函数依赖于无穷级数和阶

乘/伽玛项，还需要根据第一类贝塞尔函数 𝐽𝑣 (𝑥)的第 𝑛个零点确定参数 𝜆𝑛。因此，与基于雅可

比多项式和谐波函数的方法相比，此方法在理论上具有更高的复杂性。
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(f) JFM (𝑝, 𝑞 = 5)
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(h) EFM (实部)
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图 2.2 正交圆谐矩的径向基函数示例。

2.2.4 总结和讨论

为了更好地可视化，我们在图 2.2中给出了正交圆谐矩的径向基函数示例。此外，我们还

在表 2.2中分析了这些基函数的数学属性，包括参数、计算复杂度、数值稳定性、零点数量和

零点分布。基函数的复杂度（仅考虑基于定义的直接计算）分为低、高和非常高，取决于定义

中是否涉及阶乘/伽玛项、求和/级数运算和求根过程。数值稳定性分为差、中和好，取决于函数

是否包含阶乘/伽玛项和非常高的函数绝对值（特别是无界函数）。径向基函数的零点数量与捕
11
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捉图像频率信息的能力有关 [34,57]。径向基函数的零点分布是一项关键属性，它与图像平面上的

表征重点有关 [34,57]。当判别性信息在图像平面上均匀分布时，对某些区域的不合理强调将对表

征的判别性产生负面影响，被称为信息抑制问题 [38]。

从表 2.2可以看出，几乎没有一种正交圆谐矩方法同时具有低计算复杂度、良好数值稳定

性以及无偏零点分布。这一事实促进了正交圆谐矩的新设计和改进，这些内容将在第 2.3节具

体讨论。

2.3 研究方向和最新进展

现有的工作主要集中在优化和扩展上述经典方法。如图 2.3所示，目前的研究方向主要包

括：精确计算、快速计算、稳健性/不变性优化、定义扩展、以及应用。本节将分别介绍上述方

向和最新进展。

2.3.1 精确计算

作为本节和下一节的共同数学背景，我们在这里首先给出计算图像矩的一般过程。

回到公式（2.1），为了在离散笛卡尔网格上计算数字图像 { 𝑓 (𝑖, 𝑗) : (𝑖, 𝑗) ∈ [1, 2, ..., 𝑁]2}的

矩 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩，首先需要统一 𝑓 (𝑖, 𝑗)和 𝑉𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) 的定义域，即设计两者之间的一个映射关系：

(𝑖, 𝑗) → (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗), (2.8)

其中以 (𝑖, 𝑗)为中心的像素区域 [𝑖 − Δ𝑖
2 , 𝑖 +

Δ𝑖
2 ] × [ 𝑗 − Δ 𝑗

2 , 𝑗 +
Δ 𝑗
2 ]被映射到以 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)为中心的区域

[𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ] × [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ]。基于坐标映射 (𝑖, 𝑗) → (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)，公式（2.1）可以重写为

如下离散形式：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∑

(𝑥𝑖 ,𝑦 𝑗 ) ∈𝐷
ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) 𝑓 (𝑖, 𝑗), (2.9)

其中 ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) 是基函数 𝑉𝑛𝑚 在映射像素区域 [𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ] × [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ] 上的积分

值，定义为：

ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) =
𝑥𝑖+ Δ𝑥𝑖

2∫
𝑥𝑖− Δ𝑥𝑖

2

𝑦 𝑗+
Δ𝑦𝑗

2∫
𝑦 𝑗−

Δ𝑦𝑗
2

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (2.10)

一般来说，正交圆谐矩的计算受到几何误差、数值积分误差和表示误差（主要是数值不稳

定性）的影响。这些误差将严重限制表征质量，特别是对于描述图像细节的高阶矩。因此，精

确计算策略对于正交圆谐矩的实际应用至关重要。

12



南京航空航天大学博士学位论文

Research Direction

Accurate calculation

Geometric 
error

Circumcircle

Numerical 
integration error

Newton-Leibniz 
formula

Pseudo up-
sampling

High-precision 
numerical 
integration

Representation 
error

Recursive

Numerical 
approximation

Fast calculation

Global  
calculation

Function level

Recursive

Numerical 
approximation

Fast Fourier 
transform

Pixel level

Symmetry

Local   
calculation

Robustness/Invariance 
optimization

Affine

Normalization

Indirect

Explicit

Noise

Radon 
transform

Blurring

Definition extension

Quaternion

High-
dimensional

Fractional-
order

Other

Application

Image 
processing

Visual 
understanding

Information 
security

Interdisciplinary

图 2.3 图像矩和矩不变量的研究方向。
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(b) 外接映射方案

图 2.4 数字图像的矩形区域与基函数的单位圆区域之间的映射关系。

2.3.1.1 几何误差

当图像域映射到基函数域时可能会产生几何误差，即公式（2.8）。由于数字图像通常定义

于矩形区域而非单位圆，所以在计算圆谐矩时几何误差很常见。

关于矩形区域和单位圆之间的映射关系，文献中存在着如图 2.4所示的内切映射方案 [59]：


𝑖 → 𝑥𝑖 = 2𝑖−𝑁

𝑁
= 𝑖Δ𝑥𝑖 − 1

𝑗 → 𝑦 𝑗 =
2 𝑗−𝑁
𝑁

= 𝑗Δ𝑦 𝑗 − 1
, (2.11)

和外接映射方案 [60]: 
𝑖 → 𝑥𝑖 = 2𝑖−𝑁√

2𝑁
= 𝑖Δ𝑥𝑖 −

√
2

2

𝑗 → 𝑦 𝑗 =
2 𝑗−𝑁√

2𝑁
= 𝑗Δ𝑦 𝑗 −

√
2

2

. (2.12)

当使用内切映射方案时，存在 (𝑖, 𝑗) 使得 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) ∉ 𝐷，即部分像素完全映射到基函数的单

位圆区域之外，同时存在 (𝑖, 𝑗)使得 [𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ] × [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ] − 𝐷 ≠ ∅，即部分像素
13
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区域与基函数的单位圆区域部分相交。在这两种情况下，会出现几何误差。

至于外接映射方案，它能完全避免上述两种情况因此不会产生几何误差。然而，这以表征

能力的损失为代价 [34]，因为包含图像判别性信息的区域仅占整个单位圆的 2
𝜋
。

2.3.1.2 数值积分误差

当计算连续基函数的积分时可能会产生数值积分误差，即公式（2.10）。在这里，离散矩

的基函数 𝑉𝑛𝑚 在区间 [𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ] × [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ] 上通常是常数。因此，很容易得出

ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) = 𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦 𝑗，即离散矩不涉及数值积分误差 [40]。而对于连续矩，由于基函数

𝑉𝑛𝑚在区间 [𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ] × [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ]上连续，求解 ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)就需要一些积分技巧。

作为最简单的情况，ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) 存在解析解，即公式（2.10）可以直接以牛顿-莱布尼兹公

式 [61,62]求解。这样的计算也不涉及数值积分误差。

作为更一般的情况，鉴于许多基函数 𝑉𝑛𝑚定义的复杂性，往往很难确定解析解，通常需要

一些近似算法给出 ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)的数值解。最常用的近似算法是零阶近似 [59]，类似于离散矩的计

算过程：

ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) ≃ 𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦 𝑗 . (2.13)

一般来说，数值积分方法的精度与区间面积 Δ𝑥𝑖Δ𝑦 𝑗 成反比。因此，通过将单个像素区域进

一步细分为多个更小的积分区间（例如，3 × 3个子区间）可以很直接地获得更高的精度。这种

策略通常被称为伪上采样 [63,64]。当对这些子区间使用零阶近似时，积分可以表示为：

ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) ≃
∑
(𝑎,𝑏)

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑢𝑎, 𝑣𝑏)Δ𝑢𝑎Δ𝑣𝑏, (2.14)

其中 (𝑢𝑎, 𝑣𝑏)是采样点，有 𝑢𝑎 ∈ [𝑥𝑖 − Δ𝑥𝑖
2 , 𝑥𝑖 +

Δ𝑥𝑖
2 ]，𝑣𝑏 ∈ [𝑦 𝑗 − Δ𝑦 𝑗

2 , 𝑦 𝑗 +
Δ𝑦 𝑗

2 ]。除了这种简单方法

外，还可以使用其他更复杂的高精度数值积分策略 [65–67] 来计算公式（2.10），如高斯法和辛普

森法。这类方法的一般定义是：

ℎ𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) ≃
∑
(𝑎,𝑏)

𝑤𝑎𝑏𝑉
∗
𝑛𝑚(𝑢𝑎, 𝑣𝑏)Δ𝑥𝑖Δ𝑦 𝑗 , (2.15)

其中，𝑤𝑎𝑏 是与采样点 (𝑢𝑎, 𝑣𝑏) 对应的权重，由具体的高精度数值积分策略给出。

值得注意的是，我们以上讨论的内容都基于笛卡尔坐标系，其普遍适用于各种矩的计算。相

应地，还存在一种基于极坐标系的计算方案，专门适用于正交圆谐矩，称为极坐标像素平铺 [68,69]。

首先，该方案对数字图像 𝑓 (𝑖, 𝑗)进行重采样，得到如图 2.5所示的离散极坐标网格 (𝑟𝑢, 𝜃𝑢𝑣)。
14
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图 2.5 极坐标像素平铺方案。

然后，按照类似于公式（2.9）和（2.10）的方式进行计算：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∑

(𝑟𝑢 , 𝜃𝑢𝑣 ) ∈𝐷
ℎ𝑛𝑚(𝑟𝑢, 𝜃𝑢𝑣) 𝑓 (𝑟𝑢, 𝜃𝑢𝑣), (2.16)

其中

ℎ𝑛𝑚(𝑟𝑢, 𝜃𝑢𝑣) =
𝑟𝑢+1∫
𝑟𝑢

𝜃𝑢(𝑣+1)∫
𝜃𝑢𝑣

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

𝑟𝑢+1∫
𝑟𝑢

𝑅𝑛 (𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝜃𝑢(𝑣+1)∫
𝜃𝑢𝑣

exp(− 𝒋𝑚𝜃)𝑑𝜃. (2.17)

注意，公式（2.17）具有一个明显的优势，即可以将 ℎ𝑛𝑚(𝑟𝑢, 𝜃𝑢𝑣)的计算分为两个独立的部

分 [70]：1）
𝑟𝑢+1∫
𝑟𝑢

𝑅𝑛 (𝑟)𝑟𝑑𝑟可以通过伪上采样或高精度数值积分方法进行近似；2）
𝜃𝑢(𝑣+1)∫
𝜃𝑢𝑣

exp(− 𝒋𝑚𝜃)𝑑𝜃

可以直接通过牛顿-莱布尼茨公式进行精确积分，得到：

𝜃𝑢(𝑣+1)∫
𝜃𝑢𝑣

exp(− 𝒋𝑚𝜃)𝑑𝜃 =


𝒋 [exp(− 𝒋𝑚𝜃𝑢(𝑣+1) )−exp(− 𝒋𝑚𝜃𝑢𝑣 ) ]
𝑚

𝑚 ≠ 0

𝜃𝑢(𝑣+1) − 𝜃𝑢𝑣 𝑚 = 0
. (2.18)

除了上述的优势之外，极坐标像素平铺方案在几何误差和数值积分误差方面与笛卡尔方案

具有类似的特性，这里不再赘述。

2.3.1.3 表示误差

表示误差由数值计算系统的精度限制所引起，在计算的全过程中都会发生，即公式（2.8）、（2.9）

和（2.10）。表示误差又可以进一步分为上溢误差，下溢误差和舍入误差 [34]。常见的数值不稳定

性主要归因于舍入误差和上溢误差。

基于雅各比多项式的基函数包含阶乘或伽玛项。当阶数较大时，这些项的实际值可能超出

数值计算系统的表示范围，从而导致舍入误差甚至上溢误差。为了避免直接计算阶乘或伽玛项，

15



面向可信视觉任务的不变表征方法研究

可以使用递归策略 [71–73] 或数值逼近策略 [74,75]。递归策略基于不同阶数基函数之间的递归关系，

该关系由 𝑎! = 𝑎 · (𝑎 − 1)!或 Γ(𝑎) = 𝑎 · Γ(𝑎 − 1) 导出，即可以使用几个低阶基函数直接推导出

高阶基函数，不涉及大数的阶乘或伽玛计算。数值逼近策略则引入适当的逼近公式，如斯特林

公式，实现了无阶乘或伽玛的计算。

除了阶乘或伽玛项之外，一些基函数在某些点上的绝对值非常高（甚至无穷），这也可能超

出数值计算系统的表示范围。例如，尽管 RHFM和 EFM的定义不涉及任何阶乘或伽玛项，但

它们的基函数绝对值在原点处是无穷大的（见图 2.2），这将导致舍入误差甚至上溢误差。

2.3.1.4 精确计算的最新进展

在正交圆谐矩的精确计算领域，Xin等人的极坐标像素平铺 [68]可能是最具影响力和代表性

的工作。最近的论文通常将极坐标像素平铺与其他技术相结合，包括外接映射、伪上采样、高

精度数值积分、牛顿－莱布尼茨公式和递归策略等，以实现最先进的计算精度。

在这方面，Sáez-Landete [76]整合了 Camacho-Bello等人 [70]和Upneja等人 [73]的工作，为 JFM

提供了精确计算方案。注意，由于 JFM的广义性质，该方案也直接适用于其他基于雅各比多项

式的正交圆谐矩，如 OFMM和 CHFM。基于极坐标像素平铺，可以使用高斯积分、伪上采样和

递归关系来计算复杂的径向部分，而角度部分则通过牛顿－莱布尼茨公式直接精确计算。Hosny

等人 [77] 也提出了一种类似的方法用于 PHT，其中径向部分也通过牛顿－莱布尼茨公式进行精

确积分。

这两个工作提供了几近完美的精度，分别用于计算基于雅各比多项式和基于谐波函数的正

交圆谐矩。唯一的缺点是在将图像重采样到离散极坐标网格 [68]的过程中引入的误差。如果使用

非线性插值方法，例如双立方插值法，对于图像表征任务来说，插值误差基本可以忽略不计。另

一方面，如果给定的任务对这种误差敏感，其他更复杂的数学工具，如伪极坐标 [78]，对于设计

更精确计算 [79]具有指导意义。

2.3.2 快速计算

在正交圆谐矩的计算中，当需要大量矩、需要高分辨图像、需要处理大量图像、或需要高精

度计算时，整体的复杂性可能会变得很高。由于这些要求在实际应用中很常见，因此需要发展

正交圆谐矩的快速计算方案。根据应用场景的不同，对计算速度进行优化又可以分为两类：全

局计算和局部计算。

2.3.2.1 全局计算

全局计算是指对从整幅图像计算矩。在这种情况下，矩的数量和图像的分辨率是影响时间

复杂度的主要因素。以基于零阶近似的直接计算为例，一个 𝑛阶图像矩的时间成本来自于：
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图 2.6 单位圆中的对称点。

• 对于公式（2.10），需要在 𝑁 ×𝑁个采样点上估计基函数𝑉𝑛𝑚的值，即 {𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) : (𝑖, 𝑗) ∈

[1, 2, ..., 𝑁]2}。其时间复杂度与基函数的定义有关。例如，基于雅可比多项式的基函数需

要进行 O(𝑛𝑁2)次加法，基于谐波函数的基函数则不涉这样的加法运算。

• 对于公式（2.9），需要计算基函数 𝑉𝑛𝑚 与数字图像 𝑓 在 𝑁 × 𝑁 个采样点上的内积，即〈
𝑓 (𝑖, 𝑗), 𝑉∗

𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)Δ𝑥𝑖Δ𝑦 𝑗
〉
。其时间复杂度是 O(𝑁2) 次乘法和 O(𝑁2)次加法。

注意，上述计算仅针对单个矩。令 𝐾 为一个整数常数，若计算集合 {(𝑛, 𝑚) : |𝑛|, |𝑚 | ≤ 𝐾}

中所有阶数的矩，总复杂度将扩大 O(𝐾2)倍。此外，如果采用高精度数值积分策略（例如高斯

法），公式（2.10）的计算成本还会大幅上升。为了降低公式（2.9）和（2.10）的复杂度，现有

的方法分别在函数层面和像素层面进行加速设计。

• 函数层面：对于基于雅可比多项式的矩，如果使用递归方法或数值逼近来估计基函数的值，

则计算公式（2.10）中的加法（来自求和）和乘法（来自阶乘）数量可以大大减少 [71–75]。例

如，对于多项式 𝑅𝑛 (
√
𝑥𝑖2 + 𝑦 𝑗2)的递归计算需要O(𝑁2)次加法，少于直接计算的O(𝑛𝑁2)次

加法。如果需要 𝐾个阶数为 {0, 1, ..., 𝐾}的多项式 𝑅𝑛 (
√
𝑥𝑖2 + 𝑦 𝑗2)，直接计算需要 O(𝐾2𝑁2)

次加法，而递归计算仅需要 O(𝐾𝑁2) 次加法。对于基于谐波函数的矩，除了采用类似的

递归计算 [80–83]，更有效的策略是利用它与傅里叶变换 [84–88]之间的内在联系。一旦确定了

两者之间的显式关系，就可以使用快速傅里叶变换算法来计算矩，能够将公式（2.9）中

最耗时的乘法从 O(𝑁2)次减少到 O(𝑁 log 𝑁)次。

• 像素层面：主要借助定义域中基函数的对称性和反对称性来简化计算 [89,90]。具体地说，全

部 𝑁 × 𝑁 个采样点上的基函数值可以完全由少数特殊的采样点推导出来，从而降低了公

式（2.9）和（2.10）的复杂度。在图 2.6中，我们给出了单位圆中对称点的示例。对于点

𝑃1 来说，存在七个关于坐标轴、原点和 𝑦 = 𝑥 对称的点 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6, 𝑃7, 𝑃8。它们的

笛卡尔坐标和极坐标列在表 2.3中。可以看出，所有这些点都具有相同的径向坐标和关联
17
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表 2.3 对称点的笛卡尔坐标和极坐标。

对称点 对称轴 笛卡尔坐标 极坐标

𝑃1 (𝑥, 𝑦) (𝑟, 𝜃)
𝑃2 𝑦 = 𝑥 (𝑦, 𝑥) (𝑟, 𝜋2 − 𝜃)
𝑃3 𝑦 = 𝑥, 𝑦轴 (−𝑦, 𝑥) (𝑟, 𝜋2 + 𝜃)
𝑃4 𝑦轴 (−𝑥, 𝑦) (𝑟, 𝜋 − 𝜃)
𝑃5 原点 (−𝑥,−𝑦) (𝑟, 𝜋 + 𝜃)
𝑃6 原点, 𝑦 = 𝑥 (−𝑦,−𝑥) (𝑟, 3𝜋

2 − 𝜃)
𝑃7 𝑦 = 𝑥, 𝑥轴 (𝑦,−𝑥) (𝑟, 3𝜋

2 + 𝜃)
𝑃8 𝑥轴 (𝑥,−𝑦) (𝑟, 2𝜋 − 𝜃)

的角度坐标。基于复指数函数的数学性质，即三角恒等式，坐标上的这种相关性可以直

接转换为基函数值的相关性。因此，这个观察可以将公式（2.9）和（2.10）的计算复杂度

大约降低至 1/8。以上对称性和反对称性在所有正交圆谐矩中都成立，因此这种策略非常

通用且易于与其他快速算法结合使用。

2.3.2.2 局部计算

局部计算是指对图像的部分（如密集的图像分块或特征点的兴趣区域）计算矩。在这种场

景中，这些图像片段的分辨率通常较小，使用少量的矩就可以达到表征效果。作为推高时间复

杂度的主要原因，这些图像片段的数量通常非常大，例如密集图像分块的数量可达 105甚至 106

数量级。因此，常用于全局计算的加速方法通常不能很好地解决局部计算问题。目前，该问题还

没有得到充分研究。最有希望的路径是在图像片段的循环处理中寻找并压缩冗余操作。在这方

面，研究者尝试利用基函数的有用特性（例如文献 [91,92]中的平移特性）和特殊的数据结构（例

如文献 [93]中的复值积分图）来提高计算效率。

2.3.2.3 快速计算的最新进展

对于基于雅各比多项式的正交圆谐矩，最先进的快速全局计算通常结合递归和对称性。Up-

neja等人提出了一种 JFM的快速算法 [73]（读者可同时参考 [70,76]），需要 O( 1
8 (𝐾𝑁2 +𝐾2𝑁2))次加

法和 O( 1
8𝐾

2𝑁2) 次乘法来计算集合 {(𝑛, 𝑚) : |𝑛|, |𝑚 | ≤ 𝐾} 中所有阶数的矩。考虑到典型计算系

统中乘法通常比加法更耗时，因此总复杂性由 O( 1
8𝐾

2𝑁2) = O(𝐾2𝑁2) 次乘法主导。很明显，当

需要更高的图像分辨率（即 𝑁 增加）或更多的矩（即 𝐾 增加）时，计算成本仍以平方阶增加。

对于基于谐波函数的正交圆谐矩，最先进的快速全局计算通常基于快速傅里叶变换。此类

思路可以追溯到 2014年，Ping等人 [87] 通过 EFM与傅里叶变换之间的关系引入了快速傅里叶

变换。随后，类似的思路被用于 RHFM [85]和 PCET [86]。最近，Yang等人 [84]将这类技术进一步

推广到了一种广义形式，其具有 O(𝑀2 log𝑀) = O(𝑁2 log 𝑁) 的乘法复杂度，其中 𝑀 是采样参

数并且 𝑀 ∝ 𝑁。注意，变量 𝐾 并未出现在上述复杂度公式中，即相对于最大阶数 𝐾 的常数阶
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计算复杂度。这意味着当 𝐾 稍微增加，使得 𝐾2大于 log 𝑁 时，该方法的耗时将显著低于基于递

归和对称性的策略 [84]。除了提高效率外，该方法还已被证明（理论和实验上）可以避免数值不

稳定性，并在 𝑀 较大时提供相当高的计算精度。

对于快速局部计算，Bera等人 [93] 做出了重要贡献。作者引入了一种特殊的数据结构，即

复值积分图，将密集图像分块的 ZM计算降低到相对于块尺寸的常数阶计算复杂度。作者还引

入另一种数据结构，即查找表，实现了进一步的效率提升。虽然复值积分图策略并非首次提出，

例如 SURF已使用它来加速 SIFT的计算 [94]，但这仍是首次用于正交圆谐矩的计算：作者通过

复杂的推导将 ZM的定义改写成积分图形式，基于复平面表示和二项式展开。然而，正如作者

所讨论的，这种快速算法似乎只适用于 ZM，而不适用于其他具有更好表征能力（即没有信息

抑制问题）的矩，如 OFMM。目前，正交圆谐矩的研究仍然缺乏常数阶且通用的快速局部计算

策略，发展此类策略将极大地推动现实应用。

2.3.3 稳健性/不变性优化

作为本节的数学背景，我们首先给出了图像表征中不变性、稳健性和判别性的一般描述。

若存在一个函数 R，使得原始图像 𝑓 和其劣化版本 D( 𝑓 )，其中 D 是给定的劣化操作，对

于任何 𝑓 均满足：

R( 𝑓 ) ≡ R(D( 𝑓 )), (2.19)

则表征 R 对于劣化 D 满足不变性。

除不变性外，还有两个与之相关的表征术语：

• 等变性——R(D( 𝑓 )) ≡ D(R( 𝑓 ))；

• 协变性——R(D( 𝑓 )) ≡ D′ (R( 𝑓 ))。

其中 D′是关于 D 可预测的复合函数。事实上，协变性是不变性和等变性的推广术语，是一种

非常广义的对称性关系。在协变性或等变性成立的前提下，构造不变表征是可行的，基于输入

和输出之间可预测的对称性关系。

将函数 L : X × X → [0, +∞)定义为集合 X上的距离度量，其对于任意 x, y, z ∈ X均满足:

• 同一性——L(x, y) = 0 ⇔ x = y；

• 对称性——L(x, y) = L(y, x)；

• 三角不等式——L(x, y) ≤ L(x, z) + L(z, y)。

对于给定距离度量 L，稳健性要求表征 R 的类内距离：

L(R( 𝑓 ),R(D( 𝑓 ))), (2.20)
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应该足够小。另一方面，假设图像 𝑔在语义上与图像 𝑓 不同，判别性要求表征 R 的类间距离：

L(R( 𝑓 ),R(𝑔)), (2.21)

应该足够大。可以看到，不变性是最理想的稳健性，即 L(R( 𝑓 ),R(D( 𝑓 ))) = 0 当且仅当公式

（2.19）成立，基于 L的同一性。注意，基于矩的表征 I是一类特殊的表征 R，依赖于给定的基

函数 𝑉𝑛𝑚，可以写成：

R( 𝑓 ) = I({⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩}). (2.22)

实践中，几乎不可能设计出能够在各种劣化条件下均保持不变或稳健性的表征。更确切地

说，只有完全牺牲判别性的表征才有可能实现这一点 [32]。因此，对于表征 R的设计必须依赖关

于劣化 D 的某些假设。在此方面，面向仿射变换、噪声和模糊攻击的矩不变量已被相继提出。

2.3.3.1 仿射变换

仿射变换是一类图像函数定义域的变换，即劣化算子D是从像素坐标 (𝑥, 𝑦)到新坐标 (𝑥′, 𝑦′)

的映射 D : (𝑥, 𝑦) → (𝑥′, 𝑦′)，定义如下：

©«
𝑥′

𝑦′

1

ª®®®®¬
=

©«
𝑎00 𝑎01 𝑡𝑥

𝑎10 𝑎11 𝑡𝑦

0 0 1

ª®®®®¬
·
©«
𝑥

𝑦

1

ª®®®®¬
, (2.23)

其中仿射参数 (𝑎00, 𝑎01, 𝑎10, 𝑎11, 𝑡𝑥 , 𝑡𝑦) 可以编码旋转、缩放、平移、错切、翻转以及上述变换的

线性组合。在矩不变量的研究中，有三类相互关联的思路可以实现对仿射变换D的不变性：标

准化方法、间接方法和显式方法 [32,33,95]。

• 标准化方法 [96,97]：其思路在于将输入图像 D( 𝑓 )转换为某种“标准”形式 𝑓ref，使得标准

化后图像的表征 R( 𝑓ref) 对仿射变换 D 不变。显然，这种方法的不变性来自于额外的标

准化技术。更具体地说，标准化可被视为一个函数N，其对于任意图像 𝑓 和任意仿射变

换 D 满足 N(D( 𝑓 )) = N( 𝑓 ) = 𝑓ref。注意，这里标准化是概念性的，无需在数字图像上

实际执行矫正过程 [32]。可以看出，标准化结果将从根本上影响不变性。多年来，研究者

在几何校正 [98,99]和图像配准 [100,101]等任务中长期追求标准化方法的设计。其中，最简单

的方法之一是基于几何矩的方法，基于低阶几何矩估计并标准化图像的“质心”、“尺度

因子”和“主轴”，从而分别实现对平移、缩放和旋转的不变性。基于几何矩的标准化可

参阅 Flusser等人的专著 [32,33]。其他类型的标准化方法可参阅 Zitova等人的论文 [101]。

• 间接方法 [102,103]：其思路在于利用经典几何矩不变量导出复杂的正交矩不变量。几何矩

的仿射不变量理论已在早期文献 [32,33,104]中给出。因此，可以通过正交矩和几何矩（非正

20



南京航空航天大学博士学位论文

交）的代数关系将正交矩不变量表示为几何矩不变量的线性组合。显然，这种方法的不

变性来自于几何矩不变量。注意，这种转化关系是普遍的，因为雅可比多项式是由序列

{𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛} 的线性组合形成，谐波函数则可以通过泰勒级数以类似形式写出。在理论

上，使用几何矩进行图像标准化然后基于正交矩进行描述，实际上等价于通过几何矩不

变量的线性组合导出正交矩不变量。而在实践中，两类方法经常表现出完全不同的数值

稳定性和计算复杂性 [32]。

• 显式方法 [105–107]:其思路在于直接从正交矩计算不变量。数学上，这种方法通过设计 𝑉𝑛𝑚

和 I 来显式地满足恒等式 I({⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩}) = I({⟨D( 𝑓 ), 𝑉𝑛𝑚⟩})。显然，相比于上述两类方

法，这类方法的不变性是“直接”的。在这类方法中，一个常见的例子是显式构造圆谐

正交矩的旋转不变性。基于角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃) 和傅里叶平移定理，旋转图

像 𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃) = 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙) 的圆谐正交矩是 𝑀 ′
𝑛𝑚 = exp( 𝒋𝑚𝜙)𝑀𝑛𝑚。因此，图像旋转在这里

只影响相位。为了抵消相位变化，传统方法基于幅度运算：|𝑀 ′
𝑛𝑚 | = | exp( 𝒋𝑚𝜙)𝑀𝑛𝑚 | =

|𝑀𝑛𝑚 |。但这种简单方法舍弃了太多的图像信息：只保留了幅度，而且忽略了更具信息量

的相位 [108,109]。为此，Flusser [110] 提出了包含相位信息的复数值旋转不变量。令 𝐿 ≥ 1，

𝑛𝑖 ∈ N，𝑚𝑖, 𝑘 𝑖 ∈ Z，𝑖 = 1, ..., 𝐿，并且满足
∑𝐿
𝑖=1 𝑚𝑖𝑘 𝑖 = 0，则圆谐正交矩的复数值旋转不

变量可以定义为 𝑖𝑛𝑣 =
∏𝐿
𝑖=1 [𝑀𝑛𝑖𝑚𝑖

]𝑘𝑖 [110]。实践中，标准化方法对于许多场景来说可能不

存在可行性，例如密集图像分块的表征，此外标准化方法也会引入误差。对于间接方法，

则需要分配较长的时间来计算多项式系数。相反，显式方法由于其直接的结构更适用于

现实场景，同时具有更高的计算精确性和效率 [79]。

2.3.3.2 噪声

与仿射变换不同，噪声作用于图像函数的值域，即劣化算子 D 将原始强度函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 映

射到新的强度函数 𝑓𝜂 (𝑥, 𝑦)：D : 𝑓 (𝑥, 𝑦) → 𝑓𝜂 (𝑥, 𝑦)。数学上，基于特定的噪声函数 𝜂(𝑥, 𝑦)，常

见的加性噪声描述为：

𝑓𝜂 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥, 𝑦), (2.24)

乘性噪声描述为：

𝑓𝜂 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) × 𝜂(𝑥, 𝑦). (2.25)

对于噪声稳健性或不变性，很难采用与仿射不变量中类似的标准化方法，因为图像的逆问

题通常是病态或不适定的 [111,112]。目前，一种常见的策略是通过特定的变换 T，例如拉东变换，

将图像转换到具有更高信噪比的新空间 [113–115]。基于这个新空间，设计 𝑉𝑛𝑚和 I以实现稳健或

不变表征 R：

I({⟨T ( 𝑓 ), 𝑉𝑛𝑚⟩}) ≃ I({⟨T (D( 𝑓 )), 𝑉𝑛𝑚⟩}). (2.26)
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基于拉东变换的图像表征具有加性噪声的稳健性 [116]。图像函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 的拉东变换被定义

为：

R 𝑓 (𝑟, 𝜃) =
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿𝑟 ,𝑥 cos 𝜃+𝑦 sin 𝜃𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.27)

其中，𝛿𝑖 𝑗 是公式（2.3）定义的克罗内克函数，𝑟 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃是以距离参数 𝑟（相对于原点）

和角度参数 𝜃（相对于 𝑦轴）定义的直线。公式（2.24）定义的噪声图像的拉东变换可以重写为：

R 𝑓𝜂 (𝑟, 𝜃) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

[ 𝑓 (𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥, 𝑦)]𝛿𝑟 ,𝑥 cos 𝜃+𝑦 sin 𝜃𝑑𝑥𝑑𝑦 = R 𝑓 (𝑟, 𝜃) + R𝜂 (𝑟, 𝜃). (2.28)

在连续域中，噪声的拉东变换 R𝜂 (𝑟, 𝜃)等于噪声的平均值。假设平均值为零，即白噪声，我

们有：

R 𝑓𝜂 (𝑟, 𝜃) = R 𝑓 (𝑟, 𝜃). (2.29)

这意味着零均值加性噪声对图像的拉东变换没有影响。至于乘性噪声（2.25），一种常见策略

是使用对数变换作为预处理，将图像和噪声再次分离为两个加性部分，即 log[ 𝑓 (𝑥, 𝑦) ×𝜂(𝑥, 𝑦)] =

log[ 𝑓 (𝑥, 𝑦)] + log[𝜂(𝑥, 𝑦)]。注意，由于离散图像和噪声存在采样和量化，公式（2.29）的完美恒等

性在实践中不成立。对于离散情况，在拉东空间的信噪比仍然显著高于原始图像，意味着更好的

稳健性。相关理论分析和实验请参阅 Hoang等人的论文 [114]和 Jafari-Khouzani等人的论文 [116]。

2.3.3.3 模糊

与噪声类似，模糊也作用于强度域，即 D : 𝑓 (𝑥, 𝑦) → 𝑓𝜇 (𝑥, 𝑦)。数学上，基于特定的点扩

散函数 𝜇(𝑥, 𝑦)，图像模糊可以被描述为卷积运算：

𝑓𝜇 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) ⊗ 𝜇(𝑥, 𝑦). (2.30)

因此，模糊不变性也可以称为卷积不变性。对于图像模糊，标准化实际上意味着盲去卷积，

这同样是一个病态或不适定问题 [117,118]。目前，模糊不变量通常依赖于特定变换，比如空间、频

率或群投影操作，其主要思想也可通过公式（2.26）来表达。相关理论分析和实验请参阅 Flusser

等人的论文 [119–122]。

2.3.3.4 稳健性/不变性优化的最新进展

二维和三维的仿射不变量已是非常成熟的理论 [123–126]。在 Flusser等人的专著 [32,33]中，详细

推导了基于几何矩和复数矩的显式方法和标准化方法，这种不变量还可以通过转换关系扩展到

正交矩。因此，Flusser等人的仿射不变量理论非常系统化和广义化。对于该理论的扩展 [127] 是
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目前领域的主要方向：1)扩展到其他变换群，例如反射 [128]、射影 [129]、莫比乌斯 [130]和手性 [131]

变换下的不变量。2)扩展到其他数据维度或格式，例如彩色图像 [132]、曲线 [133]、曲面 [134]、矢量

场 [135,136]和张量场 [137–139]的不变量。作为一项值得关注的工作，Li等人 [140]深入探讨了不变量

的结构：他们提出了两个基本的生成函数，可以编码几何矩不变量并进一步构造新不变量，就

像 DNA编码蛋白质一样；他们还发现，Hu的矩不变量可以进一步分解为一个更简单的原始不

变量，可能意味着不变量研究的新视角 [141]。

图像噪声和模糊的逆问题通常比仿射变换的逆问题更难解决，标准化化方法，即去噪和去

模糊，是非常具有挑战性的任务。此类方法通常是低效的且不稳定的，会引入额外的误差 [119]。

对于 CNN这类学习表征，由于缺乏结构上的不变性，使得对训练中未见的噪声和模糊操作（即

使只是参数不同）敏感，最近的一项工作 [142] 通过广泛的实验证实了这个结论。最常见的解决

策略是数据增广，然而这非常消耗计算资源。在不变量研究中，一个主要目标是简化有关退化

的假设。例如，通过对点扩散函数施加假设作为先验知识，推导出与运动模糊 [143]、两轴情况下

的轴对称模糊 [144]、圆对称模糊 [145,146]、任意 𝑁 折对称模糊 [120]、圆对称高斯模糊 [121]和各向异

性高斯模糊 [119] 的不变量。最近，Flusser等人 [147] 极大地发展了上述方法，提出了模糊不变量

的通用理论，不依赖于点扩散函数的先验知识。

2.3.4 定义扩展

从不同的应用场景和优化目标出发，对矩和矩不变量的经典定义进行数学扩展也是热门课

题。接下来，我们将介绍一些常见的定义扩展。

2.3.4.1 四元数

数学上，灰度图像函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 可以被定义为从二维图像平面到一维强度值的映射，即 𝑓 :

R2 → R；彩色图像函数 𝒇 (𝑥, 𝑦) = { 𝑓red(𝑥, 𝑦), 𝑓green(𝑥, 𝑦), 𝑓blue(𝑥, 𝑦)} 可以被定义为从二维图像平

面到三维强度值的映射，即 𝒇 : R2 → R3。这里， 𝑓red(𝑥, 𝑦), 𝑓green(𝑥, 𝑦),和 𝑓blue(𝑥, 𝑦) 分别是 RGB

颜色模型中的红色、绿色和蓝色分量。需要注意的是，其他的三通道颜色模型也适用于本节的

分析。

前文所列出的矩和矩不变量均是为灰度图像而设计的。处理彩色图像时，有两种直接的策

略 [148,149]：1）灰度化方法，直接计算灰度版本的矩；2）逐通道方法，分别计算每个颜色通道的

矩。然而，灰度化方法会丢失重要的颜色信息；逐通道方法很难产生紧凑的表征，并忽略了颜

色通道之间的相关性。

为了解决上述问题，一个常用的策略是将彩色图像 𝒇 (𝑥, 𝑦)定义为从二维图像平面到四元数

强度值 𝑓red(𝑥, 𝑦) 𝒊 + 𝑓green(𝑥, 𝑦) 𝒋 + 𝑓blue(𝑥, 𝑦)𝒌 的映射，即 𝒇 : R2 → H。相应地，基函数 𝑉𝑛𝑚 也从

实数域 R或复数域 C扩展到四元数域 H，得到新的基函数 𝑽𝑛𝑚 ∈ H，将原始内积 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩扩展
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为 ⟨ 𝒇 ,𝑽𝑛𝑚⟩ [84,150,151]。相关理论分析和实验请参阅 Chen等人的论文 [150,151]。

2.3.4.2 高维

四元数扩展作用于图像和基函数的值域，而高维扩展作用于它们的定义域。前文所列出的

矩和矩不变量均是为二维图像设计的。当处理高维空间 R𝑑（主要为三维图形，𝑑 = 3）中定义的

函数时，基函数 𝑉𝑛𝑚的定义域 𝐷 也应扩展至 R𝑑 [33]。

对于笛卡尔矩，这种扩展相当直接：基于一个一维正交多项式集，我们可以通过在每个方

向/变量上使用相同的多项式集来生成 𝑑 维正交基函数 [152]。

对于圆谐矩，高维扩展则没有这样直接。常见的策略是用阶数 𝑙 ∈ N和 𝑚 ∈ Z的球谐函数

𝑌𝑚𝑙 (𝜃, 𝜑)替代角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃) [153,154]：

𝑌𝑚𝑙 (𝜃, 𝜑) =

√
(2𝑙 + 1)(𝑙 − 𝑚)!

4𝜋(𝑙 + 𝑚)! 𝐿𝑚𝑙 (cos 𝜃) exp( 𝒋𝑚𝜑), (2.31)

其中 𝜃 ∈ [0, 𝜋) 且 𝜑 ∈ [0, 2𝜋) 分别为球坐标系的极角和方位角，|𝑚 | ≤ 𝑙，而 𝐿𝑚𝑙 表示勒让德函

数：

𝐿𝑚𝑙 (𝑥) = (−1)𝑚2𝑙 (1 − 𝑥2) 𝑚
2

𝑙∑
𝑘=𝑚

𝑘!𝑥𝑘−𝑚

(𝑘 − 𝑚)!

(
𝑙

𝑘

) ( 𝑙+𝑘+1
2
𝑙

)
. (2.32)

球谐函数 𝑌𝑚𝑙 (𝜃, 𝜑)满足正交性条件:

⟨𝑌𝑚𝑙, 𝑌𝑚′𝑙′⟩ =
2𝜋∫

0

𝜋∫
0

𝑌𝑚𝑙 (𝜃, 𝜑)𝑌 ∗
𝑚′𝑙′ (𝜃, 𝜑) sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 𝛿𝑚𝑚′𝛿𝑙𝑙′ . (2.33)

因此，可以组合球谐函数 𝑌𝑚𝑙 (𝜃, 𝜑)和径向基函数 𝑅𝑛 (𝑟)来构建球坐标中的三维正交基函数，

只需轻微的归一化调整 [155]。

2.3.4.3 分数阶

前文所列出的矩和矩不变量均基于整数阶域 (𝑛, 𝑚) ∈ Z2。最近，出现了一类扩展经典矩

和矩不变量的阶数域的思路 [156–158]。通过适当的变量替换，例如 𝑟 := 𝑟𝛼 ∈ [0, 1]（圆谐矩）或

𝑥 := 𝑥𝛼, 𝑦 := 𝑦𝛼 ∈ [0, 1]（笛卡尔矩），引入分数阶参数 𝛼 ∈ R。这种新定义中阶数可以扩展到实

数域，例如 𝛼𝑛 ∈ R（圆谐矩）或 (𝛼𝑛, 𝛼𝑚) ∈ R2（笛卡尔矩）。

注意，这种分数阶矩不仅仅是经典矩的数学扩展，还具有独特的时频分析能力 [159]。具体而

言，通过改变分数阶参数的值能够控制基函数的零点分布。根据对信息抑制问题的研究，基函

数的零点分布是一个非常重要的属性，其与矩在图像平面上的描述重点直接相关。因此，分数

阶矩有利于解决信息抑制问题和提取图像局部特征 [156–158]。
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2.3.4.4 定义扩展的最新进展

矩和矩不变量的四元数扩展已成为彩色图像处理中的常见策略 [148,160–164]。此外，四元数理

论本身也越来越多地应用于相关领域，包括其他手工表征 [165–167]和学习表征 [168–171]。以下是近

期在矩和矩不变量方面的一些进展。Chen等人 [172]采用四元数代数表示 RGB-D（即 RGB和深

度）图像，其中四元数数实部编码深度分量。Yamni等人 [173] 提出了一种用于彩色立体图像表

征的八元数矩。相关研究的理论来源主要是超复数代数 [174]。

矩和矩不变量的高维扩展在很早就已出现 [155]，并在过去十年中引起了更大关注 [152,175–180]，

这与三维图形相关设备和技术（如医学成像 [181]和计算机图形学 [182]）的快速发展有关。此领域

的最新工作主要集中与三维矩的新定义 [152,175]、不变量 [179,180]和精确/快速计算 [176–178]。注意，二

维矩精确/快速计算中的大部分思路（2.3.1和 2.3.2节）可以自然地推广到三维情况，三维矩不

变量的重要工作已在 2.3.3节中分析。

与上述两类工作相比，矩和矩不变量的分数阶扩展在近期吸引了更多关注 [183–185]。在这方

面，我们发现的最早工作由 Hoang等人 [156,157]提出：通过分数阶扩展，将基于谐波函数的圆谐

正交矩（2.2.2节）扩展为广义极坐标谐波变换（Generic PHT，GPHT）。其中，一个重要贡献

是首次发现和分析了分数阶扩展的时频特性，及其在图像表征中的潜力。Xiao等人 [158]则给出

了一种分数阶扩展的通用框架，适用于基于雅可比多项式的圆谐矩和笛卡尔矩。大多数后续论

文 [186–193] 遵循了 Hoang等人 [156,157] 和 Xiao等人 [158] 的方法。上述工作都关注于解决信息抑制

问题或提取局部图像信息上。最近，Yang等人 [159]将基于雅可比多项式的圆谐正交矩（2.2.1节）

扩展为分数阶雅可比-傅里叶矩（Fractional-order JFM，FJFM）。更重要的是，作者发现上述方

法在图像全局表征中存在一个共同的缺陷，即使用固定的分数阶参数（经实验确定）进行全局

表征只能带来轻微的精度提升，并尝试利用分数阶矩的时频特性来改善全局表征的判别性。

2.3.5 应用

除上述理论研究，矩和矩不变量的应用研究也十分广泛。这些应用涵盖了图像处理、计算

机视觉和信息安全等许多熟悉问题，还包括一些交叉学科的前沿领域。

• 图像处理——对于低级视觉任务，矩和矩不变量是常用技术。应用涉及图像处理的不同

分支：低级特征检测和表征（如边缘 [194]和特征点 [195]检测、感兴趣区域 [196]、纹理 [72]和

光流 [197]表征），图像恢复（如去噪 [198]、去模糊 [199]和超分辨率 [200]），图像配准 [201]，图

像压缩、编码和通信 [202]以及图像质量评估 [203]。类似地，在视频分析 [204]和计算机图形

学 [205]中，矩和矩不变量也被用于低级任务。

• 视觉理解——对于高级视觉任务，矩和矩不变量已经在计算机视觉的不同分支中得到少

量应用：图像分类 [206]、实例检索 [207]、目标检测 [208]和语义分割 [209]；同时也在模式识别
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的不同分支中得到应用：行为识别 [210]、文本识别 [211]、生物特征识别 [212]和情感识别 [213]。

• 信息安全——矩和矩不变量对视觉媒体的信息安全研究产生了重要影响，矩和矩不变量

的稳健性特别适用于与安全研究的对抗性假设。应用涉及视觉媒体信息安全的不同分支：

数字水印 [214]、隐写术 [215]、感知哈希 [216]和被动取证（例如，复制-粘贴 [217]和拼接 [172]检

测）。

• 跨学科——鉴于视觉信息处理和理解是许多学科中的基础性任务，矩和矩不变量也因此

自然扩展到这些领域。跨学科应用涉及：医学（如医学成像 [218]）、地理学（如遥感 [219]）、机

器人学（如视觉伺服 [220]）、物理学（如光学 [221]和流体力学 [135]）、化学（如分析化学 [222]）、

生物学（如蛋白质结构 [223]）和材料科学（如原子环境 [224]）。

从以上应用中可以看到：1）矩和矩不变量的理论研究具有很强的普适性，适用于诸多小规

模的应用领域；2）矩和矩不变量常在要求高效性、稳健性和可解释性的场景中发挥关键作用。

2.3.6 总结和讨论

综合以上经典不变量的研究现状，可以总结出以下两方面的判别性问题：

• 理论上，经典不变量通常基于图像的全局表征假设，即基础性的 2.2 节以及 2.3.1∼2.3.4

节，而对于视觉任务中更具信息量的图像局部和层次表征，缺乏相应的理论扩展；

• 实践上，经典不变量通常用于小规模视觉任务，即 2.3.5节，而对于具有不变性或对称性

先验的更大规模视觉任务，缺乏相应的实践扩展。

2.4 开源实现和数值结果

在本节中，我们将给出矩和矩不变量的开一个系统性的开源软件包，涵盖部分精确/快速计

算、稳健性/不变性优化和定义扩展策略。这个软件包被称为MomentToolbox，可在我们的开源

链接 https://github.com/ShurenQi/MomentToolbox下载源代码。

在这个统一的软件基础上，我们将通过矩的计算、图像重构和模式识别实验分别评估方法

的精确性/复杂度、表征能力以及稳健性/不变性。

2.4.1 矩的计算: 精确性和复杂性

我们使用不同方法计算一个 128 × 128 单位灰度图像的矩和矩不变量，即 { 𝑓uni(𝑥, 𝑦) = 1 :

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷}，来评估精确性和复杂性。

回到公式（2.1）和（2.4），可以很容易地推导出该图像的圆谐正交矩为

⟨ 𝑓uni, 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) 𝑓uni(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =


0 𝑚 ≠ 0

2𝜋
1∫

0
𝑅∗
𝑛 (𝑟)𝑟𝑑𝑟 𝑚 = 0

. (2.34)

26



南京航空航天大学博士学位论文

表 2.4 不同圆谐正交矩阶数集合 𝑆𝑛𝑚(𝐾)的定义和基数。

圆谐正交矩 𝑆𝑛𝑚(𝐾) |𝑆𝑛𝑚(𝐾) |
ZM [46] 𝑛 − |𝑚 | = even, |𝑚 | ≤ 𝑛 ≤ 𝐾 (𝐾 + 1)(𝐾 + 2)/2
PZM [37] |𝑚 | ≤ 𝑛 ≤ 𝐾 (𝐾 + 1)2

OFMM [50], CHFM [51], PJFM [52], JFM [53],
RHFM [55], PCT [57], BFM [58],

FJFM [159], GRHFM [157], GPCT [157]
0 ≤ 𝑛, |𝑚 | ≤ 𝐾 (𝐾 + 1)(2𝐾 + 1)

EFM [56], PCET [57], GPCET [157] |𝑛|, |𝑚 | ≤ 𝐾 (2𝐾 + 1)2

PST [57], GPST [157] 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾, |𝑚 | ≤ 𝐾 𝐾 (2𝐾 + 1)

上述公式意味着，对于任意 (𝑛, 𝑚) ∈ {(𝑛, 𝑚) : (𝑛, 𝑚) ∈ Z2, 𝑚 ≠ 0},其对应矩 ⟨ 𝑓uni, 𝑉𝑛𝑚⟩的理

论值是 0。但在实际操作中，这种恒等关系通常不成立，源于计算方法的误差 [225,226]。事实上，

2.3.1节列举的误差，即几何误差、数值积分误差和表示误差，都可能导致这种现象发生。

根据上述事实，计算精度可以通过一种简单的度量标准来评估，称为平均计算误差（Average

Calculation Error，ACE）：

ACE =

∑
(𝑛,𝑚) ∈{𝑆𝑛𝑚 (𝐾 ) , 𝑚≠0}

|𝑀 ( 𝑓uni )
𝑛𝑚 |

|𝑆𝑛𝑚(𝐾) |
(2.35)

其中 𝑀 ( 𝑓uni )
𝑛𝑚 是通过特定计算方法得到的单位灰度图像 𝑓uni的圆谐正交矩值，𝑆𝑛𝑚(𝐾)是基于最大

阶数 𝐾 所产生的 (𝑛, 𝑚) 阶数采样集合。这里，各种圆谐正交矩阶数集合 𝑆𝑛𝑚(𝐾) 的定义和基数

在表 2.4中列出。

计算复杂性则通过阶数集合 𝑆𝑛𝑚(𝐾) 上所用的计算时间来评估，称为分解时间（Decompo-

sition Time，DT）：

DT =
∑

(𝑛,𝑚) ∈𝑆𝑛𝑚 (𝐾 )
time(𝑀 ( 𝑓uni )

𝑛𝑚 ) (2.36)

其中 time(𝑀 ( 𝑓uni )
𝑛𝑚 ) 表示计算矩 𝑀 ( 𝑓uni )

𝑛𝑚 所经过的时间。为公平起见，所有方法都在单线程模式下

运行，如Matlab中的-singleCompThread选项。

对比方法包括：

• 雅可比多项式经典方法的直接计算（ZM [46]、PZM [37]、OFMM [50]、CHFM [51]、PJFM [52]和

JFM [53]）；

• 谐波函数经典方法的直接计算（RHFM [55]、EFM [56]、PCET [57]、PCT [57]和 PST [57]）；

• 本征函数经典方法的直接计算（BFM [58]）；

• 雅可比多项式分数阶方法的直接计算（FJFM [159]）；

• 谐波函数分数阶方法的直接计算（GRHFM [157]、GPCET [157]、GPCT [157]和 GPST [157]）；

• 雅可比多项式分数阶方法的递归计算（FJFM [159]）；

• 谐波函数分数阶方法的快速傅里叶变换计算（GPCET [84]）。
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(a) 平均计算误差

 

(b) 分解时间

图 2.7 不同圆谐正交矩的平均计算误差和分解时间。

这里，JFM具有参数 (𝑝, 𝑞)，FJFM具有参数 (𝑝, 𝑞, 𝛼)，GRHFM/GPCET/GPCT/GPST具有参

数 𝛼。注意 FJFM和 GPCET实际上是现有的基于雅可比多项式的圆谐正交矩 [37,46,50–53,158,186–189]

和基于谐波函数的圆谐正交矩 [55–57,157,191–193,227] 的扩展版本。换句话说，FJFM 和 GPCET 的精

确/快速计算可以直接用于其特殊版本，只需适当设置参数的值。有关分析请参阅 [84,159]。

图 2.7展示了所有上述比较方法的平均计算误差和分解时间。可以观察到：

• 精确性：1）当 𝐾 增加到一定值后，雅可比多项式方法的误差曲线会出现突然上升。显

然，这是由阶乘或伽玛项导致的数值不稳定性问题。可以预期，基于递归的计算具有更

好的精度由于不涉及大数的阶乘或伽玛，因而在图 2.7 中没有观察到类似的数值不稳定

性现象。2）谐波函数方法主要问题是数值积分误差，根据采样定理，随着 𝐾 的增加，数

值积分误差也会增加，这与我们在图 2.7中观察到的现象一致。注意，某些谐波函数方法

的径向基函数是无界的，例如 RHFM和 EFM，这意味着数值不稳定性问题并导致二者的

计算精度较差。由于伪上采样和极坐标定义方式，基于快速傅里叶变换的计算表现出几
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(a) ZM (b) JFM(3.3)/FJFM(3,3,1)

(c) FJFM(3,3,2) (d) RHFM/GRHFM(1)

(e) GRHFM(2) (f) EFM/GPCET(1)

(g) PCET/GPCET(2) (h) BFM

图 2.8 不同圆谐正交矩的重构图像样例，其中 𝐾 = {0, 5, ..., 20}（从左到右）。

乎具有恒定的误差曲线，同时避免了无界性导致的数值不稳定现象。3）对于本征函数方

法，虽然我们使用了快速且稳定的Matlab内置函数 besselj来计算径向基函数，但其误差

曲线仍然急剧上升。事实上，对于较大的 𝐾，其误差介于雅可比多项式方法和谐波函数

方法之间（没有数值不稳定性）。

• 复杂性：1）雅可比多项式方法的复杂性一般较高，特别是当 𝐾 较大时，这是因为径向基

函数中复杂的阶乘或伽玛项以及求和。通过递归策略，这部分计算可以大大减少，展现

出与谐波函数方法类似的复杂性。2）谐波函数方法的计算成本主要来自内积，这是因为

径向基函数相对简单。注意，对于相同的 𝐾，EFM和 PCET的矩的数量是其他谐波函数

方法的两倍（表 2.4），因此二者的计算时间也高出约两倍，这是符合预期的。若使用基

于快速傅里叶变换的计算，内积计算将大大减少，并且其复杂性与 𝐾 无关。3）本征函数

方法表现出与雅可比多项式方法类似的复杂性。注意，如果直接根据定义计算而不使用

快速的 besselj，其复杂性将明显提高，由于阶乘或伽玛项、无穷级数和求根操作。

评注:在直接计算场景中，谐波函数方法具有更好的计算效率和精度相比于其他两类方法。

递归策略可以有效地克服雅可比多项式方法的数值稳定性问题并具有更好的效率，应该在实际

应用中推广。快速傅里叶变换策略进一步优化了谐波函数方法的效率和精度，在整个矩和矩不

变量家族中表现出最优异的计算性能。
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2.4.2 图像重构: 表征能力

我们使用不同方法重构 256 × 256灰度图像“Lena”来评估表征能力。

回到公式（2.1）和（2.4），由于 𝑉𝑛𝑚 的正交性，可以从圆谐正交矩集合 {𝑀𝑛𝑚 = ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩}

重构出图像：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
∑

(𝑛,𝑚) ∈𝑆𝑛𝑚 (𝐾 )
𝑀𝑛𝑚𝑉𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) (2.37)

其中， 𝑓 是原始图像 𝑓 的重构（近似）版本，𝑆𝑛𝑚(𝐾) ∈ Z2在表 2.4中定义。该过程的误差通过

均方重构误差（Mean-Square Reconstruction Error，MSRE）[37]评估：

MSRE =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

[ 𝑓 (𝑥, 𝑦) − 𝑓 (𝑥, 𝑦)]2
𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

[ 𝑓 (𝑥, 𝑦)]2𝑑𝑥𝑑𝑦

, (2.38)

同时，结构化相似性（Structural SIMilarity，SSIM）[228]用作保真度评估指标：

SSIM =
(2𝜇 𝑓 𝜇 𝑓 + 𝐶1) (2𝜎 𝑓 , 𝑓 + 𝐶2)

(𝜇2
𝑓 + 𝜇2

𝑓
+ 𝐶1) (𝜎2

𝑓 + 𝜎2
𝑓
+ 𝐶2)

, (2.39)

其中，𝜇•，𝜎•和 𝜎•,•分别表示均值、标准差和协方差；常量𝐶1和𝐶2被设置为𝐶1 = (0.01 × 255)2

和 𝐶2 = (0.03 × 255)2。

对比方法包括：

• 雅可比多项式经典方法（ZM [46]、PZM [37]、OFMM [50]、CHFM [51]、PJFM [52]和 JFM [53]）；

• 谐波函数经典方法（RHFM [55]、EFM [56]、和 PCET [57]）；

• 本征函数经典方法（BFM [58]）；

• 雅可比多项式分数阶方法（FJFM [159]）；

• 谐波函数分数阶方法（GPCET [157]）。

为了更好地反映图像重构和表征的真实能力，我们在这里全部采用了基于递归或快速傅里

叶变换的精确计算而非直接计算，抑制重构结果中计算误差的影响。具体地，ZM和 PZM分别采

用 𝑞-递归方法 [60]和 𝑝-递归方法 [90]进行实现；其他雅可比多项式方法和谐波函数方法分别采用

通用递归计算 [159] 和通用快速傅里叶变换计算 [84]；BFM则通过稳定的Matlab内置函数 besselj

计算。

图 2.8展示了相对于 𝐾 = {0, 5, ..., 20}的一些重构图像样例，上述比较方法的均方重构误差

和结构相似性值在图 2.9给出。可以观察到：

• 更多矩值可以更好地重构/表征图像。从重构图像的可视结果和相应的量化分数来看，总

体上 𝐾 值越大重构效果越好。一些例外，例如 OFMM，其均方重构误差曲线在 𝐾 增加到
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(a) 均方重构误差

 

(b) 结构相似性

图 2.9 不同圆谐正交矩的均方重构误差和结构相似性。

一定程度时开始上升，这主要是由于在 𝑟 ≃ 1处的数值不稳定性。

• 低阶矩主要反映图像的整体灰度/强度信息，而高阶矩则反映更复杂的纹理/形状信息。从

重构图像的可视结果来看，总体上随着 𝐾 值增加，图像大体轮廓先重构出来而后精细内

容才被重构。从稳健性的角度来看，我们可以推断高阶矩（对应于图像的高频成分）对

噪声、模糊和采样/量化效应等的稳健性更低。

• 重构/表征质量与基函数的零点数量密切相关。在雅可比多项式方法中，ZM和 PZM由于

具有较少的基函数零点，其重构图像的量化分数要比其他方法差。类似的现象也见于谐

波函数方法中的 RHFM和 GRHFM。

• 对于分数阶方法，在 𝛼 ≃ 1时，重构质量相对较好，这应该归因于径向基函数零点的均

匀分布。当 𝛼 > 1 / 𝛼 < 1时，很难重构图像的内/外部分；相反，当 𝛼 < 1 / 𝛼 > 1时，则

可以通过更少的矩来重构内/外部分。简洁起见，这里值展示了 𝛼 > 1的情况，可以使用
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图 2.10 训练图像示例。

图 2.11 测试图像示例，其中旋转角度为 {0◦, 30◦, ..., 120◦} （从左到右）以及噪声方差为
{0, 0.05, 0.1}（从上到下），同时包含尺度和位置的随机扰动。

MomentToolbox验证其他情况。

评注:在雅可比多项式方法中，除了 ZM和 PZM外，其他方法的重构/表征效果均很相似，

这是由于它们的基函数具有类似的数学特性。事实上，ZM和 PZM需要更高阶的矩来获得与其

他方法相近的性能，同时以稳健性为代价。谐波函数方法，特别是 EFM，PCET和 GPCET，在

表征能力上优于其他方法。注意，分数阶方法的时频分析能力对于某些场景（如解决信息抑制

问题和提取图像局部特征）是优异的。

2.4.3 模式识别: 稳健性和不变性

我们使用不同方法分类劣化图像（仿射变换和噪声）来评估评估稳健性和不变性。

在训练集方面，我们从 COREL数据集 [229]中选择了 100幅图像并统一调整为 128 × 128的
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大小，如图 2.10所示，这些训练图像的特征向量将作为分类的基准。在测试集方面，我们将训

练集中的每个图像以角度 {0◦, 10◦, ..., 350◦} 旋转，以反映任意朝向；此外，尺度和位置分别被

随机扰动了 {10, 12, ..., 18}和 {0, 1, ..., 4}个像素，以模拟感兴趣区域的检测误差。随后，每个图

像都被加入方差为 {0, 0.05, ..., 0.3}的高斯白噪声。因此，测试图像同时包含仿射和信号劣化操

作。基于此，每个训练图像对应 36 × 7 = 252幅测试图像，测试集中共计 252 × 100 = 25200幅

图像，如图 2.11所示。

特征方面，我们使用圆谐正交矩的的旋转不变量来描述训练集和测试集中的所有图像，定

义为：

v( 𝑓 ) = {| ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ | : (𝑛, 𝑚) ∈ 𝑆𝑛𝑚(𝐾)}, (2.40)

其中，𝑆𝑛𝑚(𝐾) ∈ Z2在表 2.4中定义。回到公式（2.4），容易验证当 𝑉𝑛𝑚具有形式 𝑅𝑛 (𝑟) exp( 𝒋𝑚𝜃)

时公式（2.40）满足旋转不变性。分类器方面，我们使用简单的最小距离分类器（基于欧几里德

距离），以更好地反映表征本身的稳健性和不变性。指标分数方面，分类的准确率由正确分类百

分比（Correct Classifi cation Percentages，CCP）[58]评估：

CCP =
# correctly classified samples
# total samples in the dataset

. (2.41)

对比方法包括：

• 雅可比多项式经典方法（ZM [46]、PZM [37]、OFMM [50]、CHFM [51]、PJFM [52]和 JFM [53]）；

• 谐波函数经典方法（RHFM [55]、EFM [56]、和 PCET [57]）；

• 本征函数经典方法（BFM [58]）；

• 雅可比多项式分数阶方法（FJFM [159]）；

• 谐波函数分数阶方法（GPCET [157]）；

• 两种轻量级学习方法，PCANet [230] 和 CBFD [231]，分别受降维描述子 PCA和纹理描述子

LBP的启发；

• 两种深度学习方法，GoogLeNet [232]和 ResNet-50 [233]，已在高层视觉任务广泛应用。

注意，为了进一步证明矩和矩不变量在小规模稳健可解释图像表征中的有效性，我们将与

学习表征进行比较。对于 PCANet和 CBFD，我们使用原始论文中的公共参数设置，为了避免内

存溢出，PCANet中输入图像的分辨率被降低到 64×64。对于GoogeLeNet和 ResNet-50，预训练

模型形成于超大规模图像集 ImageNet，基于迁移学习策略进行重新训练以适应本文图像集。相

关细节请参阅 MomentToolbox代码和原始论文 [230–233]。

表 2.5列出了不同矩不变量方法的分类分数对比，基于 𝐾 = {10, 20}。为了更好地可视化，

对于每个噪声方差，相对较高/较低的分类分数用蓝色/红色底纹表示，并用粗体标出最高的分类

分数。此外，表 2.6列出了与学习表征的对比，其中分类分数平均值（表 2.5，𝐾 = 20）用于代
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表 2.5 不同圆谐正交矩不变量的分类分数（%）。

矩不变量
𝐾 = 10,高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

ZM 89.03 68.78 42.00 26.67 17.47 12.31 9.06
PZM 92.17 76.33 45.36 30.44 18.14 12.94 9.47

OFMM/FJFM(2,2,1) 97.25 90.00 72.42 47.11 26.53 15.36 8.78
CHFM/FJFM(2,1.5,1) 98.56 93.86 78.03 60.94 40.22 25.42 16.50
PJFM/FJFM(4,3,1) 97.94 92.64 79.08 58.28 37.50 22.67 13.81

JFM(3.3)/FJFM(3,3,1) 97.92 93.81 77.19 55.94 35.44 22.39 13.89
JFM(5.5)/FJFM(5,5,1) 97.75 93.53 78.86 59.67 38.56 24.92 16.86

FJFM(3,3,2) 97.36 93.22 76.92 56.83 38.11 24.25 16.50
FJFM(5,5,2) 96.58 91.47 75.64 56.22 37.53 22.44 15.22

RHFM/GRHFM(1) 98.17 94.22 77.81 57.72 35.33 21.94 13.61
GRHFM(2) 97.42 89.03 68.17 43.17 25.78 14.78 9.72

EFM/GPCET(1) 99.56 97.06 86.47 61.78 37.33 21.94 13.44
PCET/GPCET(2) 98.75 92.97 79.00 52.53 29.67 16.92 10.50

GPCT(1) 98.64 95.25 80.39 60.22 39.33 24.75 16.53
PCT/GPCT(2) 97.17 88.44 70.14 43.81 25.08 15.44 9.22

GPST(1) 98.89 95.72 79.61 60.50 38.72 23.53 13.75
PST/GPST(2) 96.94 89.69 70.47 46.50 25.56 15.11 9.06

BFM 98.39 94.28 79.33 60.06 37.47 21.53 13.28

矩不变量
𝐾 = 20,高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

ZM 89.97 70.86 43.03 27.36 16.50 12.28 9.19
PZM 92.67 76.53 46.36 30.58 18.44 12.92 9.03

OFMM/FJFM(2,2,1) 97.78 90.78 74.08 49.47 29.97 16.61 10.00
CHFM/FJFM(2,1.5,1) 98.50 94.36 78.83 61.39 41.36 26.53 17.61
PJFM/FJFM(4,3,1) 98.17 93.75 80.28 60.97 40.78 23.53 15.69

JFM(3.3)/FJFM(3,3,1) 98.19 94.22 78.44 57.22 37.53 22.69 14.42
JFM(5.5)/FJFM(5,5,1) 97.94 94.11 79.83 60.94 41.31 26.69 18.11

FJFM(3,3,2) 97.67 93.83 78.78 59.44 41.06 26.47 17.58
FJFM(5,5,2) 97.08 92.89 77.33 60.86 40.94 26.92 17.89

RHFM/GRHFM(1) 98.44 94.97 79.78 60.67 39.08 24.67 14.86
GRHFM(2) 97.81 90.78 70.06 45.89 27.64 16.78 10.39

EFM/GPCET(1) 99.47 97.86 87.97 66.83 42.47 25.56 16.33
PCET/GPCET(2) 99.11 94.56 80.42 55.42 33.19 21.61 14.42

GPCT(1) 98.50 95.17 81.83 62.00 42.11 26.64 17.94
PCT/GPCT(2) 97.53 89.72 70.89 46.06 27.36 16.75 10.31

GPST(1) 98.89 96.25 81.00 62.14 41.58 24.67 15.42
PST/GPST(2) 97.28 91.17 73.11 50.36 28.81 17.92 10.53

BFM 98.50 94.69 81.08 61.44 40.75 23.75 14.75

表矩不变量方法的整体性能。可以观察到：

• 表 2.5 中列出的所有矩不变量方法在干净图像上都取得了较高的分数，这是因为保障的

旋转不变性和正交性。直观地，分类分数与噪声方差呈负相关、与 𝐾呈正相关。因此，分

类分数受方差或 𝐾 的影响程度反映了对其噪声的稳健性。
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表 2.6 学习方法和矩不变量方法的分类分数（%）。

表征方法
高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

PCANet（直接训练） 19.28 7.58 4.64 3.03 2.08 2.03 1.56
PCANet（旋转增广训练） 99.97 14.25 4.33 2.19 1.69 1.25 1.19

CBFD（直接训练） 22.58 3.72 2.08 1.22 1.19 1.14 1.08
CBFD（旋转增广训练） 98.92 3.89 2.50 1.75 1.53 1.64 1.11

GoogLeNet（旋转增广训练） 96.17 6.28 2.50 1.39 1.22 0.89 1.11
ResNet-50（旋转增广训练） 99.33 3.03 1.61 1.00 1.17 0.78 1.03
矩不变量（平均分数） 97.42 91.47 74.62 54.39 35.05 21.83 14.14

• 分类分数与基函数的零点数量/分布密切相关。如表 2.5所示，ZM和 PZM的性能低于其

他方法，这是因为它们具有更少且有偏的零点。并且，分数阶矩不变量的最佳分数通常

在 𝛼 ≃ 1附近，这是因为它们具有均匀的零点分布。

• 总体而言，对于给定方差和 𝐾，EFM/GPCET(1)，GPCT(1)，GPST(1)，CHFM/FJFM(2,1.5,1)

和 JFM(5.5)/FJFM(5,5,1)表现出更高的分类分数，尤其是 EFM/GPCET(1)。这意味着它们

在全局表征中具有更好的判别性和稳健性综合性能。

• 表 2.6中 PCANet和 CBFD的直接训练，即直接使用与矩不变量方法相同的训练集，二者

的分类分数较差即使对于干净图像，这是因为缺乏旋转不变性。

• 在学习表征中，应对几何变体的常见思路是数据增广，即在训练集中包含相应的几何变

换版本。表 2.6中 PCANet和 CBFD的旋转增广训练取得了性能提升（尤其是在干净图像

上），但随着噪声方差增加，分数急剧下降，与直接训练相差不大。注意，旋转增广训练

将训练时间扩大近 36倍。

• 大规模深度表征GoogLeNet和 ResNet-50在样本非常少的情况下很难训练，因此表 2.6中

二者均基于旋转增广训练，并伴随着高昂的计算代价。从分数来看，上述类似现象也发

生在 GoogLeNet和 ResNet-50上：对于干净测试图像，分类分数令人满意，这是因为这

些图像与训练数据高度对齐；然而，模型对噪声仍然很敏感，在噪声图像上的分数急剧

下降。

• 矩不变量实现了整体更高的分类分数，相对于各个噪声方差下的学习表征方法。注意，这

是直接训练的基础上实现的，其时间消耗远远小于学习表征方法。

评注: 这些共性现象证明了，矩不变量在几何变换和信号损失下的图像识别问题上具有一

定优势。矩不变量的不变性和正交性使其在小规模稳健可解释视觉问题上表现出独特性和实用

价值。
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2.5 本章小结

本章对经典不变量的理论和实践研究现状进行了系统性分析，是对现有综述文献的有益补

充，同时作为后续三个创新性课题的研究基础。

本章工作在理论层面的要点如下:

• 我们回顾该领域的发展历史（2.1节）并梳理其中的核心知识和经典方法（2.2节），由此

抽象出如下核心的研究目标：对仿射变换和信号损失的不变性/鲁棒性，对大量的模式的

判别性，以及合理的计算复杂性和准确性。

• 基于这些观察，我们重点分析近期在快速/精确计算、稳健性/不变性优化、定义扩展和应

用的最新进展和成功经验，同时总结出经典不变量所面临的判别性瓶颈问题（2.3节）。

本章工作在实践层面的要点如下:

• 我们提供了系统性的开源实现 MomentToolbox，涵盖了矩和矩不变量的经典方法和一些

改进策略。

• 基于统一的软件基准，我们通过矩的计算、图像重构和模式识别实验分别评估了众多矩

和矩不变量方法的精确性/复杂性、表征能力和稳健性/不变性（2.4节）。

本章工作已总结成文：

• Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. A survey of orthogonal moments for image rep-

resentation: Theory, implementation, and evaluation. ACM Computing Surveys, 2023, 55(1):

1-35.
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第三章 完善全局不变量

针对不变表征方法在含噪环境中的适用性问题，本学位论文的第一个课题是完善全局不变

量，为全局不变量带来了新的时频判别性以及噪声不变性。本章将分别从理论（定义、性质和

计算）和应用（经典和可信视觉任务）层面介绍所提出的全局不变量新方法。

3.1 引言

信号损失图像的处理和理解是许多计算机视觉任务中一个基础且具有挑战性的问题 [234]。

其中，一类主要的信号损失模型是图像噪声：观察到的版本，即含噪图像 𝑓𝜂，是理想场景 𝑓

受到噪声 𝜂干扰后的结果，即 𝑓𝜂 = 𝑓 + 𝜂。

以现代视角来看，图像噪声可能在图像生命周期的三个阶段中发生：1）拍摄噪声是由非理

想的摄影过程引起，例如在低光照环境下使用较快的快门速度 [235]；2）传输噪声是由非理想的

信道传输过程引起，例如在线社交媒体中的图像预处理 [236]；3）编辑噪声是一种主动的人为扰

动，敌手可由编辑软件引入干扰以误导视觉系统，例如对抗性扰动 [237]。

因此，出于有效性和安全性的原则 [238]，人工视觉系统应该对图像噪声稳健。

3.1.1 研究动机

稳健的视觉系统依赖于稳健的数据表征 [15,239]。为了实现噪声稳健的图像表征，以 CNN为

代表的学习表征范式通常诉诸于数据增广训练和去噪预处理这两类策略 [240]。

在训练阶段，增广策略直接在训练集中添加含噪声图像样本以促使 CNN习得噪声稳健性。

当训练和测试具有一致的噪声模式时，该方法在经验上是有效的；相反，对于训练中未见的噪

声模式（即使是不同参数下的同类噪声），CNN表征对噪声的稳健性通常会失效 [241]。另外，这

种增广训练显著增加了训练的成本，同时缺乏可解释性上的保证。

在测试阶段，图像去噪可以作为 CNN表征的预处理，即从观测 𝑓𝜂 中估计出 𝑓 以逼近理想

场景 𝑓。这种去噪模块既有助于提升可解释性，又可与现有表示直接兼容而无需重训练。然而，

由于逆问题的病态和不适定性质 [242,243]，去噪结果通常是不稳定的并会引入新的误差，事实上

CNN对这种图像恢复误差也是敏感的 [142,244]。效率方面，在测试阶段对于每个样本执行去噪预

处理所产生的计算成本也非常可观。

另一种范式旨在直接从劣化图像版本中获得稳健表征，无需大规模学习或预处理。

这种内在稳健性的想法可以追溯到上世纪 60年代，Hu基于 Hilbert的代数研究提出了几何

不变量 [26]。经过 60余年的研究，矩和矩不变量已成为解决小规模稳健视觉问题的经典表征策
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表 3.1 本章方法与相关方法的概念性对比。

方法
拉东统计量

[245,246]
拉东正交变换

[114,247,248]
图像分数阶矩

[80,159]
拉东整数阶矩

[113] 本章方法

广义性 ✓ ✓
旋转不变性 ✓ ✓ ✓ ✓
噪声稳健性 ✓ ✓ ✓ ✓
时频判别性 ✓ ✓

略 [16]。在这个领域，早期工作（包括 Hu的不变量）虽然实现多个几何变换群的不变性，但对

噪声非常敏感，因为基函数的非正交性 [46]。为此，后续相继发展了一系列正交的矩和矩不变量，

包括第二章所介绍的 ZM [46]、OFMM [50]、CHFM [51]、JFM [53]、EFM [56]、PCET [57]和 BFM [58]。在

实际应用中，这些正交不变量被广泛验证具有以下有益性质：几何不变性以及一定程度的噪声

稳健性。然而，以傅里叶分析视角来看，这种稳健性是受限的：只有捕捉低频信息的低阶矩和矩

不变量是稳定的，而其余仍对噪声敏感 [159]。特别是当需要更多矩来实现更具判别性的表征时，

时常面对一个棘手的矛盾，即判别性和噪声稳健性之间的矛盾。为了缓解这种矛盾，研究者试

图将正交矩和矩不变量从图像域扩展到具有较高信噪比的变换域，如拉东变换 [113]。此类拉东矩

（Moments in Radon space，MR）已被证明在噪声稳健性方面明显改善，同时保持图像域正交矩

和矩不变量的优点，即正交性和几何不变性。

动机。数学上，拉东域的矩和矩不变量研究只限制在阶数为整数的情况。从实际应用来看，

这种数学性质将导致其在表征的灵活性和判别性方面受限，特别是表征中图像的空间信息被完

全忽略。

3.1.2 核心结论

本章围绕“严重噪声干扰下的图像全局表征”课题展开，尝试给出更系统性的研究结果。我

们提出了一种新的时频判别图像表征方法，同时具有噪声稳健性和几何不变性，且无需学习或

去噪过程。其在各类小规模稳健视觉问题中具有应用潜力，特别适合对抗性的信息安全和取证

场景。

本章工作是对矩和矩不变量研究在理论和应用层面上的扩展。

理论。我们首次将拉东域的矩和矩不变量方法从整数阶空间推广到分数阶空间。数学上，我

们分别以隐式和显式方式定义了分数阶拉东矩（Fractional-order Moments in Radon space，FMR）

及其不变量，形式化分析了其表征性质。注意，FMR是一个更广义的设计将诸多拉东域表征囊

括为特例，同时保持了有益的噪声稳健性和几何不变性。更重要的是，FMR中引入的分数阶参

数提供了前文诸多表征所不具有的时频判别性。

应用。我们在挑战性噪声干扰下的模式识别实验中全面评估了 FMR的性能，涵盖与下列
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研究路径的对比：图像域矩和矩不变量、轻量和深度学习表征、以及数据增广训练和去噪预处

理。注意，这样全面的噪声稳健性评估鲜见于相关工作，尤其涵盖与学习表征路径的对比。此

外，我们还在面向可信场景的现实世界应用中评估了 FMR的性能：自然畸变下的模板匹配和

用于版权保护的零水印。上述基准实验和真实世界应用都表明 FMR在噪声稳健性、旋转不变

性和时频判别性方面具有独特性和实用性。

3.2 预备和基础

本节介绍预备概念，即相关的拉东域表征、分数阶矩和矩不变量、以及作为另一种范式的

图像去噪；并且介绍数学基础，即拉东变换定义、符号和命题。

3.2.1 预备概念

拉东域表征。拉东变换（Radon Transform）是一种经典的图像投影运算，广泛应用于医学

（成像重构）、工程学（电子显微镜）、物理学（光学）和材料科学（晶体学）中。在计算机视

觉和模式识别中，拉东变换由于其正交性、低复杂度、抗噪性和对几何变换的有益性质而受到

关注。最初，一些基于拉东变换的表征方法，例如 𝑅-signature [249]、Φ-signature [250]、RCF [245]和

HRT [246]，是拉东变换系数的简单统计（例如求和 [249,250]、最大值 [245]或直方图 [246]）。一般来说，

这些非正交表征会大量丢弃判别性信息，限制了其在更大规模视觉任务中的应用。因此，其他

基于拉东变换的表征方法，如 R2DFM [247]、RWF [248]、RMF [114]和MR [113]，则借助正交变换（如

傅里叶变换 [247]、小波变换 [248]、梅林变换 [114]或正交矩 [113]），以实现更具判别性的表征。在这

里，MR表征框架可被视作是 R2DFM和 RMF在基本定义和不变性分析方面的推广。注意，对

于上述基于正交变换的拉东域表征，其定义仅限制在整数阶空间。后面的分析将表明这种数学

上的限制将导致其在表征的灵活性和判别性方面受限，特别是表征中图像的空间信息被完全忽

略。

分数阶矩和矩不变量。分数阶矩（Fractional-order Moments，FM）和矩不变量的研究主要起

源于信息抑制问题。数学上，基函数的零点分布与表征在图像平面上描述重点密切相关 [38]。信

息抑制问题即矩和矩不变量表征强调图像中不具有判别性信息的部分，由于有偏的零点分布所

造成。在计算机视觉和模式识别中，Kan等人首先在 ZM和 OFMM的实证对比中研究了信息抑

制问题 [251]。Hoang等人提出了第一类分数阶矩和矩不变量，即 GPHT [80]，涵盖一系列基于谐波

函数的圆谐正交矩定义。其能够通过改变分数阶参数来控制零点分布，从而有助于解决信息抑

制问题并提取局部特征。之后，一系列分数阶矩和矩不变量相继提出 [158,186,188,189]。最近，Yang

等人提出了 FJFM [159]，涵盖一系列基于雅可比多项式的圆谐正交矩定义。作者通过其时频判别

性的系统性分析发现，将具有基函数零点分布互补的低阶矩和矩不变量组合使用可以捕捉图像

中互补的稳健特征，从而能够缓解稳健性和判别性之间的矛盾。其中，GPHT和 FJFM是更通
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(a)

 

(b)

图 3.1 拉东变换示意图：(a)图像函数 𝑓 (𝑥, 𝑦)，与原点距离 𝑟 且与 𝑦轴夹角为 𝜃的直线 𝐿 (𝑟, 𝜃)；
(b)沿着该直线的线积分，

∫
𝐿 (𝑟 , 𝜃 ) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦，即对应拉东变换 R 𝑓 (𝑟, 𝜃)。

用的定义，可作为分数阶矩和矩不变量研究的统一数学工具。需要注意的是，对于上述分数阶

矩和矩不变量，其定义仅限制在原始图像空间。而在拉东空间中，此类方法的定义、噪声稳健

性、旋转不变性、时频判别性以及应用还尚未得到研究。

图像去噪。与直接增强图像表征稳健性不同，图像增强和恢复，如图像去噪 [252]，是另一大

类研究范式。为了从含噪观测中最大近似恢复其原始场景，研究者通常借助关于噪声和场景的

先验知识 [242,243]，鉴于逆问题的病态和不适定性质。手工时代，去噪算法在设计上主要受噪声和

场景信号的分布模式所启发。在这方面，里程碑是 DM3D [253]，基于以下先验知识的显式建模：

自然图像在空间域的局部平滑性和非局部自相似性，以及噪声在频率域的统计规律。深度学习

时代，普遍认为此类分布模式可以通过深度表示来隐式地建模，以覆盖更复杂和更真实的分布

先验。在这方面，为去噪专门设计的深度网络，如 DnCNN [112]、FFDNet [254] 和 SRMD [255]，能

够自适应地学习从含噪图像到干净图像的映射，实现了人类感知视角下的先进结果。对于上述

手工和深度去噪方法，其性能通常以所得图像与干净图像的视觉相似性来评价 [252]，包括自动的

质量评估或基于用户体验的打分。然而在文献中，去噪预处理和后续的视觉任务很少组合起来

进行优化与评价，导致去噪算法走向应用层面存在一定程度的困难 [142,244]。具体而言，这种困

难表现为以下形式：1)由于缺乏噪声先验而导致的适用性问题，2)由去噪过程引入误差而导致

的准确性和稳健性问题，3)以及由预处理导致的效率问题。

3.2.2 数学基础

定义 3.1：拉东变换。图像函数 𝑓 的拉东变换，记作 R 𝑓，定义为沿直线 𝐿的线积分 [256]：

R 𝑓 (𝑟, 𝜃) =
∫
𝐿 (𝑟 , 𝜃 )

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∞∫

−∞

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)𝑑𝑥𝑑𝑦, (3.1)
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其中，𝐿 (𝑟, 𝜃) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 s.t. 𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃 = 0}是由距离参数 𝑟（相对于原点）和角度参

数 𝜃（相对于 𝑦轴）定义的直线；𝛿是克罗内克函数：𝛿(·) = [· = 0]。

在图 3.1中，我们给出了上述参数或术语的几何图示，方便读者对拉东变换形成直观理解。

命题 3.1：拉东变换对旋转的协变性。令 𝑓𝑅 为图像 𝑓 的旋转版本，其中旋转的角度为 𝜑并

围绕图像中心,则 𝑓𝑅 的拉东变化是 R 𝑓 关于 𝜃 的循环平移版本，且移动相同的 𝜑 [257]：

R 𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃) = R 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜑), (3.2)

上述公式即拉东变换对旋转的协变性。

命题 3.2：拉东变换对加性白噪声的稳健性。令 𝑓𝜂 为图像 𝑓 关于加性白噪声 𝜂的含噪版本，

即 𝑓𝜂 = 𝑓 + 𝜂，则在连续域假设下 𝑓𝜂 和 𝑓 拉东变换满足恒等关系 [116]：

R 𝑓𝜂 (𝑟, 𝜃) = R 𝑓 (𝑟, 𝜃) + R𝜂 (𝑟, 𝜃) = R 𝑓 (𝑟, 𝜃), (3.3)

其中，R𝜂 (𝑟, 𝜃) = 0因为加性噪声的拉东变换正比于噪声的期望值。注意，对于实际的离散域假

设，上述恒等关系不再成立。令 𝑓𝜂 和 𝑓 经过采样和量化的数字图像，其中二者尺寸均为 𝑁 ×𝑀

像素、图像 𝑓 的均值为 𝜇、噪声 𝜂的方差为 𝜎2，则含噪图像与其拉东变换在离散域中的信噪比

（Signal-to-Noise Ratio，SNR）满足如下关系 [258]：

SNRR 𝑓𝜂 ( ·, 𝜃 ) = SNR 𝑓𝜂 +
𝜇2(𝑐(𝜃) − 1)

𝜎2 , (3.4)

其中，R 𝑓𝜂 (·, 𝜃) 是含噪图像 𝑓𝜂 沿角度参数 𝜃 所形成的拉东变换（一维投影），𝑐(𝜃) 是关于上述

过程的常数项，取值大致在区间 [min(𝑁, 𝑀),max(𝑁, 𝑀)] 中。

该命题表明，拉东投影后产生的信噪比增量为 𝜇2(𝑐(𝜃) − 1)/𝜎2，在实践中其取值通常很大，

意味着噪声稳健性的大幅度提升。直观起见，下面给出了一个相关的例子。

举例 3.1：假设图像像素的均值为 𝜇 = 0.5，噪声方差为 𝜎2 = 0.1（二者均基于归一化灰度），

并且图像尺寸为 𝑁 = 𝑀 = 256，则拉东投影产生的信噪比增量为 𝜇2(𝑐(𝜃) − 1)/𝜎2 ≈ 637.5.

3.3 隐式路径

本节介绍构建 FMR的隐式路径。我们从数学定义开始，随后深入分析派生出的有益特性，

最后设计了精确且快速的计算策略。

3.3.1 隐式定义

数学上，本章工作的一般理论基于以下定义，即圆谐基函数与图像拉东变换之间的内积。
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定义 3.2：FMR的隐式定义。对于图像函数 𝑓，其 FMR定义：

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=
∬
𝐷

[𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)]∗R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃, (3.5)

其中，R 𝑓 是 𝑓 的拉东变换，由公式（3.1）定义，𝑉 𝛼𝑛𝑚 是具有阶数参数 (𝑛, 𝑚) ∈ Z2 和分数阶参

数 𝛼 ∈ R+的基函数，定义域为 𝐷 ∈ R2，∗表示复共轭。这里，我们对基函数的定义施加了两个

有益的约束条件，即正交性和旋转不变性，引导出以下基函数形式：

𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃), (3.6)

其中，角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃)（ 𝒋 =
√
−1），径向基函数 𝑅𝛼𝑛 (𝑟) 满足加权正交条件

1∫
0
𝑅𝛼𝑛 (𝑟) [𝑅𝛼𝑛′ (𝑟)]

∗𝑟𝑑𝑟 = 1
2𝜋 𝛿𝑛𝑛′，定义域为单位圆区域 𝐷 = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈ [0, 1], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)}。

在上述定义中，𝑅𝛼𝑛 的具体形式尚未给出，实际上它可以由数学文献中几乎任何一种正交函

数定义 [16]。为了使图像表征及其离散实现表现出良好性质，同时不失一般性，我们介绍了如下

两类分数阶正交函数作为径向基函数，分别基于谐波和多项式定义。

定义 3.3：谐波径向基函数。基于傅里叶分析中复指数函数 [80]定义 𝑅𝛼𝑛，得到:

𝑅𝛼𝑛 (𝑟) =
√
𝛼𝑟𝛼−2

2𝜋
exp( 𝒋2𝑛𝜋𝑟𝛼), (3.7)

对于任意 𝛼，上述定义均满足加权正交条件。

定义 3.4：多项式径向基函数。基于经典正交多项式中的雅可比多项式 [159]定义 𝑅𝛼𝑛，得到:

𝑅𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟) =

√
𝛼𝑟𝛼𝑞−2(1 − 𝑟𝛼) 𝑝−𝑞 (𝑝 + 2𝑛)Γ(𝑞 + 𝑛)𝑛!

2𝜋Γ(𝑝 + 𝑛)Γ(𝑝 − 𝑞 + 𝑛 + 1)

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘Γ(𝑝 + 𝑛 + 𝑘)𝑟𝛼𝑘
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!Γ(𝑞 + 𝑘) , (3.8)

其中，𝑛 ∈ N，多项式参数 𝑝, 𝑞 ∈ R应满足：𝑝 − 𝑞 > −1，𝑞 > 0；同样地，对于任意 𝛼、𝑝和 𝑞，

上述定义均满足加权正交条件。

定义的总结：本章后续将由谐波或多项式径向基函数定义的 FMR分别简称为谐波/多项式

FMR。通过定义 1 ∼ 4，我们已经形式化了本章工作中最基础的部分：在拉东空间中设计了一个

通用的表示框架，其满足正交性和旋转不变性约束，并可选择谐波或多项式作为径向基函数。

3.3.2 性质

接下来将讨论从上述定义中得出的重要性质，包括广义性、旋转不变性、噪声稳健性和时

频判别性。

性质 3.1：广义性。通过引入分数阶参数 𝛼，FMR将基于谐波或多项式径向基函数的拉东
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整数阶矩均囊括为特例。

评注: 现有拉东矩的相关工作，例如 [113]，都是 FMR在固定参数 𝛼 = 1或 𝛼 = 2时的特例。

注意，通过改变 𝛼值可得到一系列拉东域表征，这一系列表征既具有共同的稳健性或不变性优

势（即性质 3.2和 3.3），同时又在判别性信息上表现出互补性（即性质 3.4）。

性质 3.2：旋转不变性。令 𝑓𝑅为图像 𝑓 的旋转版本，其中旋转的角度为 𝜑并围绕图像中心,

则必定存在除常值函数外的函数 I 使得下列等式成立：

I({
〈
R 𝑓𝑅 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}) ≡ I({

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}), (3.9)

即对任意输入图像和 FMR参数满足旋转不变性。

证明：基于命题 3.1和定义 3.2，可以验证旋转图像与原始图像的 FMR，即
〈
R 𝑓𝑅 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
和〈

R 𝑓 , 𝑉
𝛼
𝑛𝑚

〉
，之间只有与旋转角 𝜑相关的相位差异：

〈
R 𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃), 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)

〉
=
〈
R 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜑), 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)

〉
=
〈
R 𝑓 (𝑟, 𝜃′), 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃′ − 𝜑)

〉
=
〈
R 𝑓 (𝑟, 𝜃′), 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃′)

〉
[𝐴𝑚(−𝜑)]∗

=
〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
𝐴𝑚(𝜑),

(3.10)

其中，𝜃′ = 𝜃 + 𝜑。注意，第一个等号和第二个等号分别基于 R 𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃) = R 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜑)和 𝐴𝑚(𝜃) =

exp( 𝒋𝑚𝜃)。因此，我们应该寻找函数 I以适当抵消额外相位项 𝐴𝑚(𝜑)的影响。例如，一个朴素

的思路是直接利用幅度运算去除表征的相位信息：

I(
〈
R·, 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
) ≜ |

〈
R·, 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
|, (3.11)

显然满足 |
〈
R 𝑓𝑅 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
| = |

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
𝐴𝑚(𝜑) | = |

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
|。为了实现更具判别性和信息量的表

征，另一种方法将幅度运算推广到更灵活的相位抵消，例如 [110]：

I(
〈
R·, 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
) ≜

𝐿∏
𝑖=1

(
〈
R·, 𝑉

𝛼
𝑛𝑚𝑖

〉
)𝑘𝑖 , (3.12)

其中，𝐿 ≥ 1，𝑚𝑖, 𝑘 𝑖 ∈ Z，𝑖 = 1, ..., 𝐿，满足
𝐿∑
𝑖=1
𝑚𝑖𝑘 𝑖 = 0。 □

性质 3.3：对加性白噪声的稳健性。令 𝑓𝜂 为图像 𝑓 关于加性白噪声 𝜂的含噪版本，即 𝑓𝜂 =

43



面向可信视觉任务的不变表征方法研究

𝑓 + 𝜂，则拉东域 FMR表征相比于其对应的图像域表征 FM更稳健：

| |{
〈
R 𝑓𝜂 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
} − {

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 ≤ ||{

〈
𝑓𝜂 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
} − {

〈
𝑓 , 𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙, (3.13)

其中，稳健性以 𝑙 范数下的表征类内距离衡量，并且当且仅当 𝜂 = 0时等号成立。

证明：连续域假设下，根据命题 3.2和定义 3.2，我们可以将公式（3.13）的左侧重写为：

| |{
〈
R 𝑓𝜂 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
} − {

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}| |𝑙

= | |{
〈
R 𝑓𝜂 − R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}| |𝑙

= | |{
〈
0, 𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 = 0,

(3.14)

其中第一个等号源自内积的线性性质，第二个等号源自公式（3.3）。同样地，公式（3.13）的右

侧可重写为：

| |{
〈
𝑓𝜂 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
} − {

〈
𝑓 , 𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙

= | |{
〈
𝑓𝜂 − 𝑓 , 𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙

= | |{
〈
𝜂,𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 ≥ 0,

(3.15)

在这里我们可以断言 | |{
〈
𝜂,𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 ≥ 0，当且仅当 𝜂 = 0时等号成立。不失一般性，我们假设存

在一个非零的 𝜂，使得 | |{
〈
𝜂,𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 = 0。基于这个假设，可知 𝜂 ∉ {𝑉 𝛼𝑛𝑚}，因为如果 𝜂 ∈ {𝑉 𝛼𝑛𝑚}，

则 | |{
〈
𝜂,𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 = | |𝛿 | |𝑙 ≠ 0。综上所述，该假设意味着 𝜂是一个非零元素，不属于基函数集合，

并且正交于该集合中的任何元素以确保 | |{
〈
𝜂,𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
}| |𝑙 = 0。这显然与 Hilbert空间中基函数的完

备性和正交性相矛盾。因此该假设不成立。可以注意到公式（3.14）和（3.15）的正确性实际上

保证了原始性质（3.13）的正确性。 □

尽管离散域中等式（3.14）不再成立，但（3.4）仍然保证了 FMR的稳健性，因为噪声图像

𝑓𝜂 的信噪比显著低于其拉东变换 R 𝑓𝜂 的信噪比。

性质 3.4：时频判别性。在 FMR表征中，图像信息的频率和空间特性可分别用参数 (𝑛, 𝑚)

和 𝛼来控制。

评注：在矩和矩不变量的研究中，已经发现表征信息的频率和空间特性分别取决于基函数

零点的数量和位置。对于 FMR，基函数零点的数量和位置可以分别通过 (𝑛, 𝑚) 和 𝛼 显式地调

整，这是实现时频判别性的核心。

• 数量方面，径向零点数量和径向零点数量分别与 𝑛和 𝑚成正比关系，源自谐波函数和多

项式函数的固有性质。

• 位置方面，当 𝛼 < 1时径向零点位置会向 0偏移，当 𝛼 = 1时径向零点位置通常是均匀
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图 3.2 引入分数阶参数 𝛼 ∈ R+对径向自变量的影响，其中 𝑟new ∈ [0, 1]替换了 𝑟old ∈ [0, 1]，基
于 𝑟old = 𝑟new

𝛼。

的，而当 𝛼 > 1时径向零点位置会向 1偏移，其中 𝛼与 1的偏差越大，零点分布就越向

一边偏斜 [159]。原因在于，在定义域 (0, 1) 上，当 𝛼 小于/大于 1时 𝑟𝛼 始终大于/小于 𝑟1，

这对应着零点的左/右移动，如图 3.2所示。

注意，符号 𝑉 𝛼𝑛𝑚的上标和下标分别用于表示空间域和频率域的参数。

直观起见，我们在图 3.3 中以不同的参数展示了 𝑉 𝛼𝑛𝑚 的相位情况：𝑛 = 5，𝑚 = {2, 4, 8}，

𝛼 = {1/2, 1, 2}。从上述理论分析我们可以预期，改变 𝑚会改变基函数在角向上的零点数量，进

而对应于频率性质的变化。实际上 𝑛也会有类似的现象，尽管在图 3.3中没有展示出来。至于

引入的 𝛼，改变其值的会改变基函数在径向上零点的分布，进而对应于空间性质的变化。这种

时频判别性在以前的整数阶方法中无法实现，该方法只对应于 𝛼 = 1的情况。

性质的总结：值得强调的是，FMR相对于理论相关方法表现出独特性。如表 3.1所示，与

其他四类理论相关的表征方法相比，我们的方法是一个更全面的框架：同时具有上述性质 3.1 ∼

3.4。其中，图像域矩和矩不变量不具备性质 3.3，拉东域的整数阶矩和正交变换不具备性质 3.1

和 3.4，而其他的拉东域表征进一步丧失了性质 3.2。

3.3.3 计算

以上 3.3.1和 3.3.2节已对 FMR的定义和性质进行了描述，均在连续域假设下。接下来，我

们将重点考虑 FMR在离散域假设下的数值计算，考虑其准确性和复杂性。

对于谐波 FMR，我们引入以下基于傅里叶变换的定义，这可进一步引出计算高效和数值稳

定的计算。

定理 3.1：谐波 FMR的傅里叶定义——解析公式。由定义 3.2和 3.3给出的谐波 FMR可被

重写为以下傅里叶形式 [259]： 〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
= 2𝜋F (S(𝛾, 𝜗)), (3.16)
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图 3.3 时频判别性示意图：在不同参数设置下，角向基函数 𝐴𝑚(𝜃)、谐波径向基函数 𝑅𝛼𝑛 (𝑟)、以
及二维基函数 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)的相位分别用红色、蓝色和黑色边框绘制；其中，𝑛和 𝑚分别编码径向
和角度频率性质，而新引入的 𝛼则编码径向空间性质（之前的整数阶方法无法实现，即 𝛼 = 1）。

其中，𝛾 = 𝑟𝛼，𝜗 = 𝜃/2𝜋，S(𝛾, 𝜗) =
√
𝛾𝛼/2−1/2𝜋𝛼 × R 𝑓 ( 𝛾

1
𝛼︸︷︷︸
𝑟

, 2𝜋𝜗︸︷︷︸
𝜃

).

证明：将谐波径向基函数（3.7）代入定义 3.2的公式（3.5）和（3.6），则谐波 FMR可展开

为:

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=

1∫
0

2𝜋∫
0

[𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)]∗R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=

1∫
0

2𝜋∫
0

√
𝛼𝑟𝛼−2

2𝜋
exp(− 𝒋2𝑛𝜋𝑟𝛼) exp(− 𝒋𝑚𝜃)R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=

1∫
0

2𝜋∫
0

√
𝛼𝑟𝛼

2𝜋
exp(− 𝒋2𝑛𝜋𝑟𝛼) exp(− 𝒋𝑚𝜃)R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃

= 2𝜋
1∫

0

1∫
0

S(𝛾, 𝜗) exp(− 𝒋𝑛2𝜋𝛾) exp(− 𝒋𝑚2𝜋𝜗)𝑑𝛾𝑑𝜗

= 2𝜋F (S(𝛾, 𝜗)),

其中，符号 𝛾，𝜗和 S(𝛾, 𝜗) 如前定义；最后一个等号源自二维傅里叶变换 F 的定义。 □

我们给出以下引理作为解析公式（3.16）对应的离散版本，并引入快速傅里叶变换实现高

效和数值稳定的计算。

引理 3.1：谐波 FMR的傅里叶定义——数值公式。基于傅里叶基函数和 S(𝛾, 𝜗)的离散采
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图 3.4 计算过程示意图：首先将原始图像 𝑓 投影到拉东空间中得到 R 𝑓，然后在不同参数
(𝛼, 𝑛, 𝑚) 下计算 R 𝑓 与基函数 𝑉 𝛼𝑛𝑚 的内积，得到 FMR 系数 𝑀 𝛼

𝑛𝑚 =
〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
；其中，内积的

计算和基函数值的估计可以分别通过傅里叶和递归策略高效地实现，并且以上变换是可逆的。

样和零阶近似，解析公式（3.16）可重写为近似的离散形式 [259]：

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
≃ 2𝜋
𝑀2 F [S[𝑢, 𝑣]], (3.17)

其中，S[𝑢, 𝑣] ≜ S(𝛾𝑢, 𝜗𝑣) =
√
𝛾𝑢𝛼/2−1

2𝜋𝛼 R 𝑓 (𝑟𝑢, 𝜃𝑣)（方括号表示使用离散自变量）基于如下采样：


𝛾𝑢 = 𝑟𝛼𝑢 = 𝑢

𝑀

𝜗𝑣 =
𝜃𝑣
2𝜋 = 𝑣

𝑀

,


Δ𝛾𝑢 = 1

𝑀

Δ𝜗𝑣 = 1
𝑀

,


𝑟𝑢 = ( 𝑢

𝑀
) 1

𝛼

𝜃𝑣 = 2𝜋𝑣
𝑀

(3.18)

其中，(𝑢, 𝑣) ∈ {0, 1, ..., 𝑀 − 1}2，𝑀 是与采样率相关的常数。在我们的实现中，快速傅里叶变换

算法用以计算公式（3.17）。

评注：结合解析定理 3.1和相应的数值引理 3.1，上述谐波 FMR的实现策略比基于定义 3.2

和 3.3的直接实现更加稳定和快速：

• 稳定性方面，直接实现和上述傅里叶实现分别建立在笛卡尔坐标系和极坐标系中。基于

转换关系 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃，这两种实现中径向部分具有完全不同的有界性：对于 𝛼 ∈ (0, 2)，

当 (𝑥, 𝑦) → (0, 0) 时，lim(𝑥,𝑦)→(0,0) |𝑅𝛼𝑛 (
√
𝑥2 + 𝑦2) | = ∞；对于 𝛼 ∈ (0, +∞)，当 𝑟 → 0时，

lim𝑟→0 |𝑟 · 𝑅𝛼𝑛 (𝑟) | = 0。显然，傅里叶实现在 𝑟 ≃ 0时具有更好的稳定性。

• 复杂性方面，考虑计算一组
〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
,其中 (𝑛, 𝑚) ∈ {−𝐾, ..., 0, 1, ..., 𝐾}2 且 𝛼固定,图像

大小为 𝑁 × 𝑁 且采样参数 𝑀 ∝ 𝑁。直接实现需要 O(𝑁2(2𝐾 + 1)2) = O(𝑁2𝐾2)次乘法，因

为要在笛卡尔采样上逐点相乘。傅里叶实现则需要 O(𝑀2 log𝑀) = O(𝑁2 log 𝑁) 次乘法，

其中 𝐾 对计算复杂性没有影响，即相对于阶数采样数的常数阶计算。由于 𝐾2和 log 𝑁 的

增长特性显著不同，傅里叶实现具有更好的计算效率。

对于多项式 FMR，我们引入以下基于递归的定义，这可进一步引出计算高效和数值稳定的

计算。
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定理 3.2：多项式 FMR的递归定义——解析公式。由定义 3.4给出的多项式径向基函数可

被重写为以下递归形式 [159]：

𝑅𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟) =
√

(𝑝 + 2𝑛)𝛼𝑟𝛼𝑞−1(1 − 𝑟𝛼) 𝑝−𝑞

𝑟
𝐶𝑛 (𝑝, 𝑞)𝑃𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟), (3.19)

其中，𝑃𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟) 被递归定义为：

𝑃𝛼𝑛 = (𝐿1𝑟
𝛼 + 𝐿2)𝑃𝛼𝑛−1 + 𝐿3𝑃

𝛼
𝑛−2, 𝑛 ≥ 2, (3.20)

具有如下因子 𝐿1 = −(2𝑛 + 𝑝 − 1) (2𝑛 + 𝑝 − 2)/(𝑛(𝑞 + 𝑛 − 1))，𝐿2 = (𝑝 + 2𝑛 − 2) + 𝐿1(𝑛 − 1) (𝑞 + 𝑛 −

2)/(𝑝 + 2𝑛− 3)，𝐿3 = (𝑝 + 2𝑛− 4)(𝑝 + 2𝑛− 3)/2+ 𝐿1(𝑞 + 𝑛− 3)(𝑛− 2)/2− (𝑝 + 2𝑛− 4)𝐿2；递归初始

值为 𝑃0 = Γ(𝑝)/Γ(𝑞)，𝑃1 = (1 − 𝑟𝛼 (𝑝 + 1)/𝑞)Γ(𝑝 + 1)/Γ(𝑞)。类似的，𝐶𝑛 (𝑝, 𝑞)也被递归定义为：

𝐶𝑛 =

√
𝑛(𝑞 + 𝑛 − 1)

(𝑝 + 𝑛 − 1)(𝑝 − 𝑞 + 𝑛)𝐶𝑛−1, 𝑛 ≥ 1, (3.21)

递归初始值为 𝐶0 =
√
Γ(𝑞)/(Γ(𝑝)Γ(𝑝 − 𝑞 + 1))。

注意，定理 3.2的证明很直接，仅依赖性质 𝑎! = 𝑎 · (𝑎 − 1)!和 Γ(𝑎) = 𝑎 · Γ(𝑎 − 1)。此外，将

上述解析公式转换为数值公式也非常直接，即上述递归关系在采样上直接成立。因此，本章将

不再赘述定理 3.2的证明和数值版本。

评注：基于定理 3.2，上述多项式 FMR的实现策略比基于定义 3.2和 3.4的直接实现更加

稳定和快速：

• 稳定性方面，公式（3.8）的阶乘/伽玛项是导致数值不稳定的主要因素。例如，在一个典

型的浮点算术标准中，当 𝑎 > 21时 𝑎!将超出表示范围并发生数值不稳定性。对比公式

（3.8）直接实现和上述递归实现，可以注意到递归实现中避免了大数的阶乘/伽玛项，因

而其稳定性更好。

• 复杂性方面，考虑计算 𝑅𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟)在 𝑁 ×𝑁 采样点（即数字图像像素）上的基函数值，其

中 𝑛和 𝛼均固定。直接实现需要 O(𝑛𝑁2)次加法，因为在公式（3.8）中需要对 𝑁 × 𝑁 个

采样点进行 𝑛次求和。递归实现则从已经得到的 𝑅𝛼𝑛−1 和 𝑅𝛼𝑛−2 直接导出，仅需 O(𝑁2) 次

加法运算来进行一次求和。若考虑计算一组 𝑅𝛼𝑛 (𝑝, 𝑞, 𝑟)，其中 𝑛 ∈ {0, 1, ..., 𝐾}2，𝛼固定。

直接和递归实现的加法复杂度分别为 O(𝐾2𝑁2) 和 O(𝐾𝑁2)。显然，递归实现的计算效率

更好。

计算的总结：直观起见，我们回顾整个实现过程，如图 3.4所示。原始图像首先通过拉东

变换（3.2.2节）得到投影，然后投影分解为正交矩（3.3节）。对于分解过程中的内积的计算和

基函数值的估计，分别采用傅里叶变换（定理 3.1与引理 3.1）和递归公式（定理 3.2）进行稳
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图 3.5 隐式路径和显式路径关系示意图：显式路径可直接从原始图像 𝑓 导出 FMR系数 𝑀𝛼
𝑛𝑚，

无需拉东变换 R 𝑓 作为中间步骤。

定和快速的实现。

3.4 显式路径

本节介绍构建 FMR的显式路径。与上述必须通过拉东变换的间接定义不同，我们试图给

出直接从图像到 FMR的显式定义。

3.4.1 从隐式到显式

从隐式路径和显式路径定义 FMR的关系如图 3.5所示。数学上，3.2.2节中原始图像 𝑓 到拉

东投影 R 𝑓 是通过基 B1 = 𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)实现的；3.3节中拉东投影 R 𝑓 到分数阶圆谐正交

矩 𝑀𝛼
𝑛𝑚是通过基 B2 = 𝑉 𝛼𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)实现的。因此，一个自然的思路是通过级联基函数 B = B1 ◦ B2，

使得原始图像 𝑓 可以直接映射到 FMR系数 𝑀 𝛼
𝑛𝑚。

注意，以下形式化定义主要作为补充性的数学材料，可供进一步研究参考。本章的分析和

实验仍基于 3.2.2和 3.3节的隐式定义。

3.4.2 显式定义

对于谐波 FMR，我们引入以下显式定义，可解释为两个积分项的线性组合。

定理 3.3：谐波 FMR的显式定义。由定义 3.2和 3.3给出的谐波 FMR可被重写为如下显式

形式 [113]：

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=

∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)

∞∑
𝑡=0

(
𝛼𝑘 + 𝛼

2
𝑡

)
Θ𝛼𝑘+ 𝛼

2 −𝑡 ,𝑡𝐺𝛼𝑘+ 𝛼
2 −𝑡 ,𝑡 , (3.22)

其中，系数项𝑊1 定义为：

𝑊1(𝑛, 𝑘) =
√
𝛼( 𝒋2𝑛𝜋)𝑘
√

2𝜋𝑘!
, (3.23)

两个积分项 Θ和 𝐺 分别定义为：

Θ𝜉1 , 𝜉2 =
∫
𝜃

𝐴∗
𝑚(𝜃) (cos 𝜃) 𝜉1 (sin 𝜃) 𝜉2𝑑𝜃, (3.24)
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𝐺 𝜉1 , 𝜉2 =
∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑥 𝜉1 𝑦 𝜉2𝑑𝑥𝑑𝑦, (3.25)

其中 𝐺 也就是矩和矩不变量的经典概念几何矩 [26]。

证明：我们首先将（3.7）中的谐波径向基函数重写为关于自变量 𝑟 和系数𝑊1 的多项式形

式：

𝑅𝛼𝑛 (𝑟) =
∞∑
𝑘=0

𝑊1(𝑛, 𝑘)𝑟𝛼𝑘+
𝛼
2 −1, (3.26)

上述等价形式由指数函数的泰勒级数导出，即 exp(·) = ∑∞
𝑘=0 ·𝑘/𝑘!。

接下来，谐波 FMR隐式定义中的 R 𝑓 和 𝑅𝛼𝑛 将分别展开，得出以下显式形式：〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=
∫
𝑟

∫
𝜃

[𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)]∗R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
∫
𝑟

∫
𝜃

[𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)]∗
∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
∫
𝑟

∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃)𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)

∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)𝑟𝛼𝑘+ 𝛼

2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑟𝑑𝜃

=
∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)

∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃) (𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃)𝛼𝑘+ 𝛼

2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜃

=
∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)

∞∑
𝑡=0

(
𝛼𝑘 + 𝛼

2
𝑡

) ∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃) (𝑥 cos 𝜃)𝛼𝑘+ 𝛼

2 −𝑡 (𝑦 sin 𝜃)𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜃

=
∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)

∞∑
𝑡=0

(
𝛼𝑘 + 𝛼

2
𝑡

) ∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑥𝛼𝑘+ 𝛼
2 −𝑡 𝑦𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦

∫
𝜃

𝐴∗
𝑚(𝜃)(cos 𝜃)𝛼𝑘+ 𝛼

2 −𝑡 (sin 𝜃)𝑡𝑑𝜃

=
∞∑
𝑘=0

𝑊1
∗(𝑛, 𝑘)

∞∑
𝑡=0

(
𝛼𝑘 + 𝛼

2
𝑡

)
Θ𝛼𝑘+ 𝛼

2 −𝑡 ,𝑡𝐺𝛼𝑘+ 𝛼
2 −𝑡 ,𝑡 ,

(3.27)

其中，第五个等号源自牛顿广义二项式定理。 □

定理 3.4：多项式 FMR的显式定义。由定义 3.2和 3.4给出的多项式 FMR可被重写为如下

显式形式 [113]：

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=

𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)
∞∑
𝑡=0

(
𝛼(𝑠 + 𝑘 + 𝑞

2 )
𝑡

)
Θ𝛼(𝑠+𝑘+ 𝑞

2 )−𝑡 ,𝑡𝐺𝛼(𝑠+𝑘+ 𝑞
2 )−𝑡 ,𝑡 ,

(3.28)

其中，系数项𝑊2 和𝑊3 分别定义为：

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘) =

√
𝛼(𝑝 + 2𝑛)Γ(𝑞 + 𝑛)𝑛!

2𝜋Γ(𝑝 + 𝑛)Γ(𝑝 − 𝑞 + 𝑛 + 1)
(−1)𝑘Γ(𝑝 + 𝑛 + 𝑘)
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!Γ(𝑞 + 𝑘) ,

(3.29)
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𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠) = (−1)𝑠
( 𝑝−𝑞

2
𝑠

)
, (3.30)

其中符号 Θ和 𝐺 如前定义。

证明：我们首先将（3.8）中的多项式径向基函数重写为如下等价形式：

𝑅𝛼𝑛 (𝑟) =
𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)𝑟𝛼(𝑠+𝑘+
𝑞
2 )−1, (3.31)

其中，与 𝑟 有关的项均被归并，基于牛顿广义二项式定理。

接下来，多项式 FMR隐式定义中的 R 𝑓 和 𝑅𝛼𝑛 将分别展开，得出以下显式形式：〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
=
∫
𝑟

∫
𝜃

[𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)]∗R 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
∫
𝑟

∫
𝜃

[𝑅𝛼𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃)]∗
∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃,

=
∫
𝑟

∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃)𝛿(𝑟 − 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)

𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)

×
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)𝑟𝛼(𝑠+𝑘+
𝑞
2 )𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑟𝑑𝜃

=
𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)
∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃)(𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃)𝛼(𝑠+𝑘+

𝑞
2 )𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜃

=
𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)
∞∑
𝑡=0

(
𝛼(𝑠 + 𝑘 + 𝑞

2 )
𝑡

)
×
∫
𝜃

∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝐴∗
𝑚(𝜃) (𝑥 cos 𝜃)𝛼(𝑠+𝑘+

𝑞
2 )−𝑡 (𝑦 sin 𝜃)𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜃

=
𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)
∞∑
𝑡=0

(
𝛼(𝑠 + 𝑘 + 𝑞

2 )
𝑡

) ∫
𝑥

∫
𝑦

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑥𝛼(𝑠+𝑘+
𝑞
2 )−𝑡 𝑦𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦

×
∫
𝜃

𝐴∗
𝑚(𝜃)(cos 𝜃)𝛼(𝑠+𝑘+

𝑞
2 )−𝑡 (sin 𝜃)𝑡𝑑𝜃

=
𝑛∑
𝑘=0

𝑊2(𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑘)
∞∑
𝑠=0

𝑊3(𝑝, 𝑞, 𝑠)
∞∑
𝑡=0

(
𝛼(𝑠 + 𝑘 + 𝑞

2 )
𝑡

)
Θ𝛼(𝑠+𝑘+ 𝑞

2 )−𝑡 ,𝑡𝐺𝛼(𝑠+𝑘+ 𝑞
2 )−𝑡 ,𝑡 ,

(3.32)

类比定理 3.3的证明。 □

显式定义的总结：本节给出的显式定义提供了一种理解 FMR的深入角度。其中一个有价

值的观察是 FMR可以被解释为几何矩的无穷线性组合，从而与矩和矩不变量的基本概念建立

了联系。值得注意的是，在相关工作 [113] 中拉东域的整数阶矩均为几何矩的有限线性组合，这
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  (a) 含高斯噪声的 CSIQ图像集

  (b) 含泊松噪声的 CIDIQ图像集

图 3.6 含高斯噪声的 CSIQ图像集和含泊松噪声的 CIDIQ图像集：从右到左噪声强度增加。

(a) 高斯噪声 CSIQ图像集上的谐波 FMR幅度 (b) 高斯噪声 CSIQ图像集上的多项式 FMR幅度

(c) 泊松噪声 CIDIQ图像集上的谐波 FMR幅度 (d) 泊松噪声 CIDIQ图像集上的多项式 FMR幅度

图 3.7 CSIQ和 CIDIQ图像集上谐波和多项式 FMR的幅度直方图：从右到左对应不同图像，
从前到后对应噪声强度增加。

种区别也从另一角度反映了 FMR的广义性。

3.5 实验和应用

本节将全面评估所提出的 FMR的性能，涵盖仿真实验和实际应用层面的对比。

在仿真实验层面，我们首先给出了 FMR的直方图和重构图像，作为噪声稳健性和判别性

的直观可视化结果。在量化结果方面，我们还在含有严重噪声的图像上进行了具有挑战性的模

式识别实验，并与先进学习表征方法（及其数据增广训练和去噪预处理策略）全面比较。

在实际应用层面，我们考虑 FMR在两类稳健视觉任务中的具体应用。这里，首先应用于自

然畸变下的模板匹配任务，涵盖如医学图像分析的可信场景。然后，还应用于图像版权保护的

零水印算法，其反映了信息安全场景的内在对抗性。注意，图像表征的噪声稳健性和几何不变
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性对于实现上述应用目标至关重要。

3.5.1 特征直方图

在该实验中，我们通过可视化不同噪声条件下的特征直方图来验证 FMR的噪声稳健性。同

时，实验还考虑了不同图像之间的判别性，从而直观展示这种稳健特征的非平凡性（即不是常

值函数）。

如图 3.6所示，实验在知名的劣化图像集 CSIQ [260] 和 CIDIQ [261] 上进行，分别涉及高斯噪

声和泊松噪声。这两个图像数据集分别包含 30和 23幅原始图像，每个原始图像都有 5个不同

强度的噪声版本，共计 318幅图像。

如图 3.7所示，我们给出了谐波/多项式 FMR在清晰图像和含噪图像上的幅度直方图。其

中，谐波 FMR的参数为 𝛼 = 1，𝑛 = 10和 𝑚 = 10，多项式 FMR的参数为 𝛼 = 2，𝑝 = 3，𝑞 = 2，

𝑛 = 10和 𝑚 = 10。从直方图中可以看出，对于每个图像的含噪序列，FMR特征几乎保持恒定，

但对于不同的图像，FMR特征则表现出显著差异。上述现象表明，FMR对高斯噪声和泊松噪

声实现了良好的稳健性，而且 FMR对于不同图像具有足够的判别性，不是平凡不变量。

3.5.2 图像重构

在该实验中，我们从含噪图像的 FMR表征重构图像以可视化表征对应于何种图像信息，这

里我们可以直观地了解表征对图像内容的描述程度以及噪声对特征的干扰程度。

基于 𝑉 𝛼𝑛𝑚的正交性，可从 FMR系数 {𝑀𝛼
𝑛𝑚 =

〈
R 𝑓 , 𝑉

𝛼
𝑛𝑚

〉
}重构出图像的拉东投影：

R̂ 𝑓 =
∑

(𝑛,𝑚) ∈𝑆𝑛𝑚 (𝐾 )
𝑀𝛼
𝑛𝑚𝑉

𝛼
𝑛𝑚 (3.33)

其中，R̂ 𝑓 是原始拉东投影 R 𝑓 的重构版本，而 𝑆𝑛𝑚(𝐾) = {(𝑛, 𝑚) : |𝑛|, |𝑚 | ≤ 𝐾}是由常数 𝐾 限制

的阶数 (𝑛, 𝑚) 的采样集合。得到 R̂ 𝑓 后，可通过逆拉东变换进一步得到原始图像的重构版本 𝑓。

这里，逆拉东变换是一项成熟研究并且已经内置在典型的编程语言中——技术上一般是通过傅

里叶变换实现 [262]。

实验在数学家傅里叶和雅可比的头像上进行，并添加方差为 0.2的高强度高斯噪声。注意，

为了得到合理的对比基线，我们引入了拉东域 FMR直接对应的图像域 FM：
〈
𝑓 , 𝑉 𝛼𝑛𝑚

〉
[80,159]。定

量结果方面，我们计算了含噪图像的重构版本与原始版本之间的均方重构误差 [37] 或结构相似

度 [228]。

在图 3.8 中，我们展示了通过 FM 和 FMR 的重构结果，其中谐波 FM 和 FMR 的参数为

𝛼 = 1，𝐾 = 30；多项式 FM和 FMR的参数为 𝛼 = 2，𝑝 = 3，𝑞 = 2，𝐾 = 50。注意，FMR和

FM在这里的设置非常一致，唯一的区别在于是否涉及拉东投影。从视觉上看，所提出的 FMR
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(a) 原始“傅里叶” (b) 含噪“傅里叶” (c) 谐波 FM 0.06/0.49 (d) 谐波 FMR 0.05/0.60

(e) 原始“雅可比” (f) 含噪“雅可比” (g) 多项式 FM 0.06/0.50 (h) 多项式 FMR 0.05/0.65

图 3.8 含噪图像重构示例：数值是重构版本相对于原始版本的均方重构误差和结构相似性。
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图 3.9 不同方法下含噪图像的重构版本与原始版本的均方重构误差和结构相似性。

与 FM一样能很好地重构干净图像的主要内容，同时比 FM重构的噪声更少。相应的数值结果

也支持这一观察，FMR相比 FM表现出较低的误差和较高的相似度。以上实验结果验证了研究

动机：拉东投影确实增强了噪声稳健性，即完全符合性质 3.3的预测。

在图 3.9中，我们提供了更全面的定量结果。误差和相似度曲线显示，FM（红线）的视觉

效果在超过特定 𝐾 值后开始大幅下降，由于更多噪声被重构，而我们的 FMR（蓝线）明显减缓

了这一趋势，特别是在较高的 𝐾 值下表现出显著的性能优势。这些现象表明：1）高阶的图像

域 FM对噪声敏感，这阻碍了高阶矩被用于提升表征判别性；2）高阶的拉东域 FMR则表现出

更好的噪声稳健性，可视为性质 3.3的进一步定量证据。
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3.5.3 模式识别

在该实验中，我们对任意朝向的含噪图像进行模式识别实验，以直接验证了 FMR的旋转

不变性、噪声稳健性和判别性水平。其中，拉东域 FMR首先与其直接对应的图像域 FM进行了

全面对比，涵盖多个对应的参数设置。然后，特别与一些学习表征展开对比，涵盖基于数据增

广训练和去噪预处理的稳健性增强策略。基于上述一系列对比，可定位出 FMR相对于上述表

征方法在小规模稳健视觉问题中的性能水平。

类似于 2.4.3节，实验图像来自 COREL图像集 [229]，选择了 100幅图像并将它们的尺寸归

一化为 128 × 128。对于非学习的 FM和 FMR，分类器将只在这些原始图像的表征上进行训练。

测试将在原始图像的劣化版本上进行，劣化操作包括方差为 {0, 0.05, ..., 0.3}的高斯噪声和角度

为 {0◦, 10◦, ..., 350◦} 的旋转。因此，测试集总计包含 25200幅图像。对于学习表征，每个类别

仅有一个训练图像一般来说不足以形成良好表示，因此我们还在训练集的每个类别中添加了 36

个旋转样本和 36个含噪样本，作为数据增广训练策略。显然，上述增广会使得学习表征的训练

规模相对于非学习的 FM和 FMR增加 36倍（旋转增广）或 72倍（旋转和噪声联合增广）。此

外，还为学习表征引入了测试图像的去噪预处理，去噪过程由深度神经网络 DnCNN实现 [112]。

注意，这里采用朴素的最小距离分类器，以反映表征本身的性能水平。

对比方法包括：

• 经典方法，ART [263]、GFD [39]和 ZM [46]；

• FM 方法，FJFM(𝑝, 𝑞, 𝛼) [159] 和 GPCET (𝛼) [80]，涵盖整数阶特例 OFMM [50]、CHFM [51]、

JFM [53]、EFM [56]和 PCET [57]）；

• FMR方法，上述所有 FM表征的拉东域扩展版本；

• 轻量学习方法，PCANet [230]和 CBFD [231]，以及旋转/噪声增广或去噪预处理 [112]；

• 深度学习方法，GoogLeNet [232]和 ResNet-50 [233]，以及旋转/噪声增广或去噪预处理 [112]。

对于上述基于矩的方法，我们将集合 𝑆𝑛𝑚(𝐾) = {(𝑛, 𝑚) : |𝑛|, |𝑚 | ≤ 𝐾}上得到的所有矩的幅

度值（旋转不变量）作为分类特征。由于 FMR的高阶系数比 FM的高阶系数噪声稳健性更强

（3.5.2节｝，我们在 FMR特征上引入因子 (𝑛 + 1) 以平衡特征的值域范围并增强判别性。注意，

该策略对于 FM可能会有害。轻量学习表征遵循其原始论文中的参数设置。深度学习表征则基

于 ImageNet预训练和迁移学习重训练。

在表 3.2中，我们列出了基于矩的表征方法在 𝐾 = {10, 20}时的正确分类百分比。其中，蓝

色/红色底纹表示排名较高/较低的分数，而最佳分数则用加粗表示。可以观察到：

• 经典不变量的分数通常较差，主要原因是非正交/非完备的基函数所导致的低判别性。

• FM 不变量在不同的参数设置下的分数表现相对一致，尤其是在严重噪声情况下明显优

于经典矩不变量。
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表 3.2 矩不变量经典方法、FM方法和 FMR方法的分类分数（%）。

矩不变量
𝐾 = 10,高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

ART 100 99.17 88 74.53 50.14 30.14 19.19
GFD 100 99.28 89.86 74.75 50.14 28.67 16.86
ZM 100 88.83 57.19 35.17 25.92 18.64 12.86

OFMM/FJFM(2,2,1) 100 100 95.28 82.94 60.89 36.03 22.36
CHFM/FJFM(2,1.5,1) 100 100 97.78 86.78 70.97 51.19 36.22
JFM(3.3)/FJFM(3,3,1) 100 100 97.08 85.92 71.92 47.31 30.61

FJFM(3,3,2) 100 100 98.56 86.11 75.92 51.86 36.75
EFM/GPCET(1) 100 100 97.28 90.47 68.25 46.39 28.83
PCET/GPCET(2) 100 100 95.36 83.33 60.17 35.5 22.06

GPCET(1.5) 100 100 96.92 84.78 67 43.72 27.72
OFMMR/FJFMR(2,2,1) 100 100 98.89 91.69 77.56 52.89 32.97
CHFMR/FJFMR(2,1.5,1) 100 100 98.11 92.03 77.75 53.31 32.75
JFMR(3.3)/FJFMR(3,3,1) 100 100 99 93.39 78.89 54.42 33.39

FJFMR(3,3,2) 100 100 98.61 86.19 71.67 47.47 33
EFMR/GPCETR(1) 100 100 99 92.56 82.36 56.47 36.47
PCETR/GPCETR(2) 100 100 98.94 89.36 73.53 48.08 31.03

GPCETR(1.5) 100 100 98.83 92.61 78.44 50.42 31.78

矩不变量
𝐾 = 20,高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

ART 100 99.39 93.28 80.14 59.22 37.42 23.67
GFD 100 99.28 93.69 80.03 60.67 38.67 23.53
ZM 100 90.36 61.97 37.83 26.67 19.64 13.53

OFMM/FJFM(2,2,1) 100 100 97.06 88.44 71.33 48.22 30.31
CHFM/FJFM(2,1.5,1) 100 100 98 91.81 80.14 59.14 45.31
JFM(3.3)/FJFM(3,3,1) 100 100 97.61 90.78 78.39 57.83 36.86

FJFM(3,3,2) 100 100 98.64 91.19 82.81 63.89 44.83
EFM/GPCET(1) 100 100 97.08 91.28 78.06 56.42 40.56
PCET/GPCET(2) 100 100 96 87.61 71.06 45.92 29.69

GPCET(1.5) 100 100 97 88.94 75.89 52.64 34.17
OFMMR/FJFMR(2,2,1) 100 100 100 97.89 95.53 84.89 57.47
CHFMR/FJFMR(2,1.5,1) 100 100 100 98.06 95.72 85.53 57.19
JFMR(3.3)/FJFMR(3,3,1) 100 100 100 98.33 96.42 84.5 57.42

FJFMR(3,3,2) 100 100 99.67 98 90 78.17 52.28
EFMR/GPCETR(1) 100 100 99.06 97.14 92.72 79.78 58.5
PCETR/GPCETR(2) 100 100 99.06 95.08 88.94 72.14 52.44

GPCETR(1.5) 100 100 98.92 95.42 90.78 75.64 5256
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表 3.3 学习方法和矩不变量方法的分类分数（%）。

表征方法
训练

规模
预处理

高斯白噪声（方差）

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

PCANet（直接训练） ×1 19.64 12.31 9.06 6.72 5.31 4.56 4.44
PCANet（旋转增广） ×36 100 51.94 23.22 11.67 7.64 5.03 4.69

PCANet（旋转和噪声增广） ×48 100 38.25 13.72 6.25 3.72 2.58 1.97
PCANet（旋转增广和去噪） ×36 ✓ 97 68.53 39.08 24.19 16.19 12.75 9.14

CBFD（直接训练） ×1 24.94 4.27 1.92 1.81 1.28 1.17 0.92
CBFD（旋转增广） ×36 100 4.53 2.56 1.97 1.53 1.47 1.78

CBFD（旋转和噪声增广） ×48 100 11.97 4.61 2 1.56 1.53 1.42
CBFD（旋转增广和去噪） ×36 ✓ 90.5 15.75 9.08 5.58 4.17 3.33 2.67
GoogLeNet（旋转增广） ×36 99.97 6.08 2.22 1.89 1.42 1.28 1.33

GoogLeNet（旋转和噪声增广） ×72 99.97 69.19 52.47 39.22 28.25 19.58 13.14
GoogLeNet（旋转增广和去噪） ×36 ✓ 100 44.69 19.81 8.42 4.28 3.28 2.75

ResNet-50（旋转增广） ×36 100 3.44 1.28 1.03 1.03 1.19 1.25
ResNet-50（旋转和噪声增广） ×72 100 78.06 66.33 59.58 54.22 49.19 44.47
ResNet-50（旋转增广和去噪） ×36 ✓ 100 51.81 23.78 11.47 6.44 4.86 4

FM（平均结果） ×1 100 100 97.12 87.88 72.34 49.72 33.31
FM（最佳结果） ×1 100 100 98.64 91.81 82.81 63.89 45.31
FMR（平均结果） ×1 100 100 99.15 94.13 85.02 65.98 44.19
FMR（最佳结果） ×1 100 100 100 98.33 96.42 85.53 58.5

• FMR不变量在几乎所有参数设置、所有 𝐾值和所有噪声方差下均实现了相对于 FM的分

数提升，表现出超越经典和 FM不变量的最佳性能。

上述结果为 FMR的旋转不变性、噪声稳健性和判别性水平提供了数值证据，相较于这些

最相关工作具有独特性和实用性。

在表 3.3中，我们还列出了与学习表征的分类分数对比，这里 FM和 FMR的分数以表 3.2

中的平均/最佳值为代表。可以观察到：

• 使用矩不变量相同的训练图像集时，轻量学习表征即使在干净图像上也近乎无效，主要

由于 PCANet和 CBFD不具备内在的旋转不变性。

• 在引入旋转增广训练后，所有学习表征都在干净图像上实现了 ∼ 100%的分数，但训练规

模也扩大了 36倍。另一方面，这些方法的分数在噪声方差增加时急剧下降，说明缺乏噪

声稳健性。

• 当同时引入旋转和噪声增广训练后，深度学习表征的稳健性显著提高，而轻量级学习表

征则没有这种现象，可能是由于模型容量的差异所致。注意，这以训练规模扩大 72倍为

代价，这显然是会导致效率显著下降。

• 去噪预处理带来的分数提升未达到一般预期。显然，图像恢复和识别研究之间仍然存在
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(a) 模版 (b) 显微镜拍摄 (c) SID (d) DAISY (e) DASC (f) DDIS (g) FMR

(h) 模版 (i) 手机拍摄 (j) SID (k) DAISY (l) DASC (m) DDIS (n) FMR

图 3.10 自然畸变下的模板匹配示例：(a)和 (h)是在噪声环境下的任意朝向模板；(b)和 (i)是
通过荧光显微镜和智能手机拍摄的含有真实成像噪声的图像，左上与右下对应干净和含噪可视
化；(c)∼(g)和 (j)∼(n)是通过不同表征得到的结果，红色和绿色对应匹配模版和真实目标可视化。

鸿沟，新引入的去噪误差强烈干扰了学习表征以及随后的识别。我们注意到类似现象也

出现在一些最近的研究中 [142,244]。

• 相比之下，FM和 FMR表征在旋转不变性、噪声稳健性和计算效率方面表现显著优于上

述学习方法，即使在平均分数上也具有优势。进一步的，FMR表征在总体的性能表现上

超越了 FM表征以及轻量和深度学习表征方法。

上述结果表明所提出的 FMR在小规模稳健视觉问题中具有竞争力，即使在现今的深度学

习时代。

3.5.4 模板匹配

模板匹配即在图像中寻找给定的模板 [264]，是一类重要的底层视觉任务并且在许多图像处

理问题以及可信场景（如医学图像分析）中扮演基础性的角色。

该任务的主要难题是模板和目标在信号和几何层面的自然畸变，这种不一致性常会导致模

板匹配算法出现稳健性问题。接下来，我们考虑通过直接应用 FMR来改进自然畸变下模板匹

配的稳健性，并与该领域的先进方案进行对比。

如图 3.10所示，实验分别在荧光显微镜 [265]和智能手机 [266]拍摄的真实图像上进行。注意，

这些图像由于光照环境和成像硬件的固有限制，常会表现出严重的成像噪音。此外，这些实验

图像还表现出强烈的非局部自相似性，例如相似的细胞，这也带来了判别性方面的挑战。从噪

声环境下的任意定向模板匹配的角度考虑，实验将基于以下四类模板变体：

• 理想模版，良好成像且朝向对齐的模版；

• 旋转模版，良好成像但未经朝向对齐的模版；

• 含噪模版，成像不佳但经过朝向对齐的模版；
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表 3.4 真实荧光显微镜图像上不同表征的模板匹配分数（%）。

表征方法 理想模版 旋转模版 含噪模版 旋转并含噪模版

SID 50 38 31 20
DAISY 73 11 50 11
DASC 80 7 22 2
DDIS 68 67 65 65
FMR 99 99 96 93

表 3.5 真实手机图像上不同表征的模板匹配分数（%）。

表征方法 理想模版 旋转模版 含噪模版 旋转并含噪模版

SID 81 64 27 20
DAISY 99 13 7 0
DASC 99 10 5 1
DDIS 71 71 71 70
FMR 100 99 89 83

• 旋转并含噪模版，成像不佳且未经朝向对齐的模版；

理想模板是在每张干净图像上随机选择 20个区域，其中有 30对干净和含噪图像，因此共计

形成了 600个理想模板。进一步的，通过对上述理想模版施加任意角度旋转和/或方差为 0.01的

高斯噪声，形成了共计 2400个模板。实验算法将比较模板的全局表征和待分析图像（512× 512

像素）的局部表征，其最小表征距离即对应模版匹配结果。因此，2400个模板中，每个模板都

对应着 512 × 512 = 262144个潜在目标。

对比方法包括：

• 几何不变表征 SID [267]，具有和 FM类似的旋转不变性设计；

• 先进的稠密纹理表征 DAISY [18]和 DASC [268]，具有几何或信号层面的稳健性设计;

• 先进的深度学习表征 DDIS [269]，具有专用于模版匹配的稳健性设计。

在表 3.4 和 3.5 中，我们分别列出了上述表征在显微镜图像和手机图像上的模版匹配准确

性得分。

可以观察到，这些方法在四个实验协议上表现出显著的性能差异，侧面反映出自然畸变模

板匹配的困难性。由于对图像噪声的敏感性，SID的匹配准确性偏低，即使是在仅包含旋转的

实验协议上。注意，这一现象也说明了在不变表征研究中引入类似 FMR设计的必要性。相比之

下，DAISY和 DASC在理想协议中表现出一致良好的性能，主要因为具有更高的判别性。然而，

二者均缺乏内在的几何不变性，导致在含有旋转的实验协议上均失效。专门为模板匹配设计的

深度表征 DDIS在四个协议上达到了相当一致的分数表现。然而，其稳健性可能以判别性为代
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Original / PSNR  Rotation / 8.3  Gauss. Noise / 9.7 S. & P. Noise / 11.9 Blurring / 26.6  JPEG / 24.4 

   
FM: BER % ↓  1.3  11.7  9.1  2.4  2.6 

   
FMR: BER % ↓  0.9  2.9  3.1  0.6  0.5 

 
图 3.11 零水印方法示例：不同劣化图像及其峰值信噪比，相应的版权编码及其误码率。

价，分数的整体水平较低，反映了在深度表征中嵌入不变结构的困难性。所提出的 FMR在两个

数据集和四个协议上均表现出显著更好且更稳定的分数，这一现象表明 FMR在真实的噪声图

像上实现了理论预期的旋转不变性和噪声稳健性，并且对于模板匹配任务具有足够的判别性。

3.5.5 零水印

与传统视觉任务不同，视觉信息安全任务具有很强的对抗性：研究者提出的安全技术与敌

手的攻击方法此消彼长 [238]。在这种对抗性任务中，图像表征的对成像噪声、传输噪声和编辑噪

声的稳健性是算法有效性和安全性的重要基础。

接下来考虑将 FMR应用于图像版权保护的零水印技术。零水印技术是传统水印技术的一

种替代方案，其不将版权信息嵌入到图像中，而是由图像内容和版权信息生成二进制序列（即

零水印）并记录在可信数据库（主要是区块链）[259]。技术上，这种零水印是原始图像的感知哈

希编码（即内容导出的二进制序列）和版权编码（如作者身份的二进制序列）的异或。在验证

过程中，如果测试图像是原始图像的内容保持副本，则从测试图像提取的感知哈希编码与零水

印作异或将恢复出版权编码。

该任务的主要难题是确保原始图像的内容保持版本（例如含噪版本）能够正确地通过零水

印的验证。我们尝试以 FMR作为零水印算法的表征环节，以实现旋转不变和噪声稳健的版权保

护。公平性起见，算法遵循相同的框架，只在图像表征上有所不同，从而更好地反映出表征在

零水印任务中的性能水平；同时，特征向量的维度与版权编码相同，表征参数（如 𝑛, 𝑚, 𝑝, 𝑞, 𝛼）

随机生成。

在图 3.11中，我们展示了零水印算法在不同表征和攻击下的稳健性，这里以谐波 FMR和

FM为例。其中，原始图像劣化形成内容保持的变体，然后该变体通过零水印算法进行验证并

提取版权编码。引入峰值信噪比（Peak Signal-to-Noise Ratio，PSNR）和误码率（Bit Error Ratio，
60



南京航空航天大学博士学位论文

 

 

 

 

 

Gaussian Noise 0.1
0

5

10

15

20

25

Gaussian Noise 0.2
0

5

10

15

20

25
B

it
 E

rr
or

 R
at

io
 (

%
)

B
it

 E
rr

or
 R

at
io

 (
%

)

Salt and Pepper Noise 0.3
0

5

10

15

20

25

B
it

 E
rr

or
 R

at
io

 (
%

)

B
it

 E
rr

or
 R

at
io

 (
%

)

Laplacian Sharpening
0

2

4

6

8

10

图 3.12 不同零水印方法在稳健性实验中的误码率箱线图。

BER），分别用于衡量图像变体的保真度和提取到的版权编码的错误率。

可以观察到，由 FMR提取的版权编码的误码率一直较低，尤其是对于峰值信噪比低至 10

附近的严重噪声。这种相对于 FM 的优势与理论预期（性质 3.3）一致，并且与模式识别实验

（3.5.3节）也一致。注意，尽管在连续域假设下 FM和 FMR都具有旋转不变性，但离散域旋转

中的重采样/重量化误差可能会影响这种不变性。

在图 3.12中，我们给出了对应的稳健性分数箱线图，涵盖更全面的表征和攻击并揭示出误码

率分数的分布特性。实验囊括了零水印领域的几个主要竞争算法，包括基于EFM [270]、RHFM [271]、

PCET [272]、BFM [273]、GPCET [259]和 FJFM [159]表征的零水印算法。在这里，谐波 FMR和多项式

FMR的算法也被命名为 GPCETR和 FJFMR，以与上述符号和第 3.5.3节保持一致。

可以观察到，与零水印领域的现有表征相比，所提出的 FMR（尤其是 FJFMR）实现了误码

率的平均值和方差均较低，且该现象在不同类型和强度的攻击下始终一致。因此，这些结果可
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视为 FMR在零水印任务中独特性和实用性的数值证据。

3.6 本章小结

本章对严重噪声干扰下的全局不变量进行了系统性研究，提出了名为“分数阶拉东矩 FMR”

的全局不变量新方法，具有广义性、噪声稳健性、旋转不变性和时频判别性的特点。

本章工作在理论层面的要点如下：

• 定义方面，详细讨论了如何分别通过隐式路径（3.3.1 节）和显式路径（3.4 节）来构造

FMR。其中，隐式定义更直观，有助于推导表征性质和设计高效计算。显式定义则提供

了深入理解 FMR的角度，其可以被解释为几何矩的无穷线性组合，为未来工作提供了数

学工具。

• 性质方面，全面分析了 FMR 的广义性、旋转不变性、噪声稳健性和时频判别性（3.3.2

节）。这些有益性质使得 FMR区别于一些理论相关的方法，揭示了 FMR在视觉任务中

的独特性和实用性（表格 3.1）。

• 计算方面，通过傅里叶变换和递归公式（3.3.3节）设计了计算效率高且数值稳定的离散

实现方案。

本章工作在应用层面的要点如下：

• 仿真实验方面，FMR的噪声稳健性和判别性首先通过特征直方图和图像重构进行可视化

（3.5.1和 3.5.2节）。接下来在严重噪声图像上进行模式识别实验，全面评估了拉东域 FMR、

其直接对应的图像域 FM、以及一些学习表征方法，特别涵盖目前流行的数据增广训练和

去噪预处理策略（3.5.3节）。实验结果充分验证了本研究在旋转不变性、噪声稳健性和

时频判别性方面的正确性。

• 实际应用方面，FMR直接应用于自然畸变下的模板匹配（3.5.4节）和面向版权保护的零

水印技术（3.5.5节）。FMR在这两个任务中整体性地提升了对各类信号和几何劣化的稳

健性，在此方面直接优于两个任务中的常用表征方法。总体而言，FMR分数表现证明了

其在小规模稳健视觉问题中的应用潜力。

本章工作已总结成文：

• Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. Representing noisy image without denoising.

IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 2024, Early Access.
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第四章 设计局部不变量

针对不变表征方法在局部视觉任务中的适用性问题，本学位论文的第二个课题是设计局部

不变量，将全局不变量的基本理论推广到更广义的局部假设。本章将从一类局部视觉任务（图

像取证）的实际需求出发，在理论（定义、性质和计算）、实践（设置原则）和应用（经典和可

信视觉任务）层面介绍所提出的局部不变量新方法。

4.1 引言

虚假视觉媒体正在成为社会中的一种现实威胁，在新闻报道、学术出版、司法调查和社交

网络等重要场景中存在滥用风险。为此，验证视觉数据真实性和完整性的取证研究已引起了学

术界的广泛关注 [274]。

图像取证分析作为一类视觉任务，其有效性依赖于同样依赖于合适的图像表征 [275]：图像中

的操纵痕迹被合理地表示为特征，进而实现有效的真伪判定。因此，在取证研究中一种常见做

法是直接继承经典视觉任务的表征技术。另一方面，图像取证同时作为一类可信任务，稳健性

和可解释性是至关重要的。具体而言，取证任务和经典视觉任务中的表征研究尽管在概念上有

相似之处，但在设计目标上有很大不同。

面向取证任务的图像表征应该满足以下基本要求：判别性，表征的图像信息足够丰富，足

以支持区分真实数据和虚假数据；稳健性，表征对敌手可能引入的几何或信号劣化操作稳定；稠

密性，表征能够捕捉图像平面上任意位置的信息，因为篡改内容可能出现在包括背景在内的任

何图像区域；可解释性，表征应该有可靠的理论保证，因为取证结果应作为证据性的判断标准，

其中因果关系远比相关关系更重要；计算精确性和复杂性，表征应该有计算上合理的离散实现，

特别是满足稠密性要求的前提下。

4.1.1 研究动机

从以上要求出发，可知目前经典视觉任务（例如图像分类）中流行的表征方法往往不是取

证任务的最佳选择，主要由于其在稳健性、可解释性和稠密性方面的不足。

深度学习表征，例如 CNN，在各类高层视觉任务中表现出先进的性能，主要归功于可学习

非线性变换的级联能够提供强大的数据自适应能力 [276]。尽管深度学习表征在判别性方面具有

优势，但两个固有特性使其不能很好适应取证任务。首先稳健性问题 [234]，特别是对于几何变

化 [142] 和对抗样本 [277]，这可能被敌手引入以误导取证算法，即反取证 [274]。其次是可解释性问

题 [278]，黑盒决策机制会降低了取证结果的可信度，特别是对于司法取证这类关键场景 [274]。目
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表 4.1 本章方法与相关方法的概念性对比。

方法
启发式

局部不变量 [267]
笛卡尔矩个例扩展为
局部不变量 [91]

圆谐矩个例扩展为
局部不变量 [93] 本章方法

广义性 ✓
旋转不变性 ✓ ✓ ✓
常数阶复杂性 ✓ ✓ ✓

前，深度学习表征的稳健性和可解释性研究正在发展 [279,280]，但远未达到取证任务的要求。

接下来分析手工表征。基于特征点的局部表征，例如 SIFT，是特征工程中流行且有竞争力的

方法。其中，特征点检测子和描述子的主要设计目标是在各种几何变换下具有高度可重复性 [15]。

然而，这些特征点在图像平面上是稀疏的，会导致一些区域的信息丢失。对于需要稠密表征的

任务而言，例如细粒度分类 [281]和本章关注的取证任务 [274]，这种稀疏性是不利的。值得注意的

是，目前的一些研究表明 SIFT 类的特征点可以通过微小的像素修改来进行特征点的删除或注

入 [282]。显然这种性质可能被敌手用于反取证中，类似于深度学习表征的对抗性攻击。

出于上述原因，取证研究人员更青睐稠密的局部表征，例如 DAISY [18]。这种基于规则采样

网格形成的表征（含图像平面采样和多尺度采样）不仅保证了稠密性，还保证了特征之间简单

的空间关系：这种规则的空间模式可广泛用于建模马尔可夫过程、构造空间池化特征、以及加

速特征匹配等场景；对于特征点而言，其空间模式更为任意，在上述场景中需要更复杂的处理

过程 [283]。稠密局部表征面临的主要挑战是几何不变性和计算效率：表征在几何变换下通常不

稳定，即使是常见的旋转、缩放和翻转；此外，密集采样导致计算成本较高，这也阻碍了引入

更耗时的不变性结构。

4.1.2 核心结论

本章围绕“取证任务中的图像局部表征”课题展开，尝试给出更系统性的研究结果。尽我们

所知，这是该方面的首个理论性工作，此前很少将其视为一个相对独立的研究课题。我们将全

局不变量的基本理论推广到更广义的局部假设，提出适用于取证任务的图像表征“原则性”设

计。

本章工作是对矩和矩不变量研究在理论、实践和应用层面上的扩展。

理论。我们提出了新的局部不变表征（Local Invariant Representation，LIR）理论，涵盖定

义扩展、性质分析和高效计算。首先，我们通过将圆谐正交矩的定义从全局扩展到具有尺度空

间的局部，提出了 LIR方法，并形式化讨论了了其在几何不变性、等变性和协变性方面的核心

性质。此外，我们推导出了高效的离散计算策略，具有低误差、常数阶复杂性以及基函数通用

性的特点。因此，LIR能够满足取证任务的核心要求，尤其是稳健性，可解释性和稠密性方面。

实践。我们给出了 LIR的实践指南，旨在帮助研究者更好地将上述理论付诸于具体应用场
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景。其中，我们特别是明确了 LIR的一般实践流程以及在不同类似的取证任务中的设置原则。

应用。我们在各类仿真实验和实际应用中全面评估了 LIR的性能。在两类经典视觉任务中，

即稠密模式检测和匹配，LIR相对于现有稠密局部表征的先进方法实现了更优的整体性能，特

别是在挑战性的几何或信号劣化场景。在两类可信视觉任务中，即复制-粘贴篡改检测（被动取

证）和感知哈希（主动取证），LIR相对于该领域先进取证方法实现了取证分数和效率的提升。

4.2 预备和基础

本节介绍预备概念，即相关的稠密局部表征以及图像取证和篡改检测；并且介绍数学基础，

即矩和矩不变量的全局定义和符号（详见 2.2节）。

4.2.1 预备概念

稠密局部表征。以往工作中，稠密局部表征的设计通常扩展自频域变换、纹理描述子和图

像矩方法。频域变换方面，研究者设计了基于离散沃尔什-哈达玛变换 [284] 和哈尔小波 [285] 的稠

密局部表征，并用于稠密模式检测。这些研究侧重于计算复杂度和对噪声攻击的稳健性，而对

几何不变性考虑较少 [264]。纹理描述子方面，稠密局部表征 DAISY [18] 和 DASC [268] 通过梯度分

布和自相似性来建模图像的局部结构。这些方法被考虑为本章工作的间接竞争方法，由于具有

类似的稳健性目标，侧重于稠密模式匹配（立体匹配）任务中的由于成像因素引起的几何（例

如视角）和信号（例如模糊）劣化。图像矩方面，研究者设计了基于启发式 [267]、笛卡尔矩 [91]

和圆谐矩 [93]的稠密局部表征，并用于稠密模式检测和图像取证任务中。这些方法被考虑为本章

工作的直接竞争方法，由于具有类似的稳健性目标和实现路径。在表 4.1中，我们总结了本章

工作相对于这些直接竞争方法的概念性对比。本章后续内容将会证明，LIR的表征性质和高效

计算对于一类基函数而言是完全通用的：具有旋转不变性，其高效计算表现出相对于局部表征

尺度的常数阶复杂性

图像取证和篡改检测。过去十几年，虚假图像内容主要通过类似于 Photoshop的编辑软件

产生，涉及复制-粘贴 [286]、拼接 [287]和修补 [288]等操作。近年来，随着深度学习的兴起，以Deep-

fake [289] 为代表的人工智能生成技术使得人们以更加灵活的方式创造逼真的虚假图像内容。虚

假内容检测方面，当前的方案主要分为主动取证和被动取证。主动取证需要在图像分发前，对图

像进行某种信息嵌入（例如数字水印 [290]）或信息提取（例如感知哈希 [291]）。基于上述信息，主动

取证方法理论上可以检测任何类型篡改，但显然需要额外的事前处理成本并且不能用于已分发

的图像。与之相对应的被动取证则不依赖于图像分发前的处理，仅使用待分析图像本身的信息。

当篡改发生时自然数据的一致性特征将被不可避免的破坏，因此被动取证旨在挖掘数字 [292]、物

理 [293] 或语义 [294] 等层面的不一致性。这类方法的主要缺陷是泛化性和稳健性问题：被动取证

通常只能检测预设的篡改类型，并且被动场景下学得的泛化特征往往十分脆弱。因此，有必要
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设计一类面向取证任务的图像表征，以从基础上提高主动和被动方法的性能。

4.2.2 数学基础

数学上，图像矩的一般理论基于以下内积定义 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ [32]：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (4.1)

其中， 𝑓 为图像函数，𝑉𝑛𝑚为阶数 (𝑛, 𝑚) ∈ Z2的基函数，二者均定义于 𝐷 ∈ R2，∗表示复共轭。

在图像表征中，通常对基函数的显式形式施加两个限制。

正交性是实现信号分析中诸多有益特性的核心，如信息保持和去相关性。当任意两个基函

数 𝑉𝑛𝑚和 𝑉𝑛′𝑚′ 满足以下条件时，则符合正交性：

⟨𝑉𝑛𝑚, 𝑉𝑛′𝑚′⟩ =
∬
𝐷

𝑉𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑉∗
𝑛′𝑚′ (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑚𝑚′ , (4.2)

其中，𝛿为克罗内克函数。一组正交函数的完备性意味着它的线性生成空间在 Hilbert空间中稠

密。

旋转不变性是几何分析中是一种理想的结构。这需要基函数𝑉𝑛𝑚在极坐标 (𝑟, 𝜃)中表示，并

且具有以下形式：

𝑉𝑛𝑚(𝑟 cos 𝜃︸ ︷︷ ︸
𝑥

, 𝑟 sin 𝜃︸︷︷︸
𝑦

) ≡ 𝑉𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝑛 (𝑟)𝐴𝑚(𝜃), (4.3)

其中，角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃)（ 𝒋 =
√
−1），径向基函数 𝑅𝑛 (𝑟)可以是任意形式 [295]。我们

在极坐标下施加上述两个约束条件，可以导出公式（4.1）的旋转不变且正交形式，即圆谐正交

矩：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (𝑟)𝐴∗

𝑚(𝜃) 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃, (4.4)

其中，𝑅𝑛 (𝑟) 满足加权正交条件：
1∫

0
𝑅𝑛 (𝑟)𝑅∗

𝑛′ (𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 1
2𝜋 𝛿𝑛𝑛′，并且定义域为单位圆区域：𝐷 =

{(𝑟, 𝜃) : 𝑟 ∈ [0, 1], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)}。

4.3 局部不变量理论

本节介绍 LIR的理论方面。我们从数学定义开始，随后深入分析派生出的有益特性，最后

设计了精确且快速的计算策略。
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图 4.1 定义扩展的示意图。

4.3.1 定义扩展和基本公式

经典矩和矩不变量的一个重要属性是全局定义：图像函数 𝑓 和基函数 𝑉𝑛𝑚建立于统一的坐

标系，更准确地说，二者有相同的原点和相似的尺度。

理论上，这种全局定义使得经典矩和矩不变量无法用于局部表征，并阻碍了其在诸多实际

视觉问题中的应用。对于图像取证任务，特别是篡改区域定位，通常需要逐像素的局部表征以

满足稠密性要求。显然，经典定义（4.1）和（4.4）无法实现。

接下来，我们旨在通过推广经典矩和矩不变量的定义来满足取证任务中的稠密性要求。考

虑为基函数 𝑉𝑛𝑚 引入局部坐标系 (𝑥′, 𝑦′)，它是全局坐标系 (𝑥, 𝑦) 的平移和缩放版本，具有平移

向量 (𝑢, 𝑣) 和缩放因子 𝑤。两个坐标系之间的显式关系如下：

(𝑥′, 𝑦′) = (𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)
𝑤

, (4.5)

相应的极坐标可写为：


𝑟 ′ =

√
(𝑥′)2 + (𝑦′)2 = 1

𝑤

√
(𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2

𝜃′ = arctan( 𝑦
′

𝑥′
) = arctan( 𝑦−𝑣

𝑥−𝑢 )
. (4.6)

定义 4.1：局部定义。基于局部极坐标（4.6），可以导出圆谐正交矩（4.4）的局部定义形
式：

〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤

𝑛𝑚

〉
=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (

𝑟 ′︷                      ︸︸                      ︷√
(𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2

𝑤
)𝐴∗

𝑚 (

𝜃 ′︷           ︸︸           ︷
arctan( 𝑦 − 𝑢

𝑥 − 𝑣 ))︸                                                        ︷︷                                                        ︸
(𝑉𝑢𝑣𝑤

𝑛𝑚 (𝑥,𝑦) )∗

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (4.7)
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(a) 平移 (b) 旋转 (c) 翻转 (d) 缩放

图 4.2 几何变换示意图。

其中，定义域是以 (𝑢, 𝑣)为圆心并以 𝑤为半径的圆形区域：𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : (𝑥 − 𝑢)2+(𝑦 − 𝑣)2 ≤ 𝑤2}。

由此得到的公式（4.7）在构建 LIR中扮演基础性作用，因此本章中将其称为基本公式。符

号 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 的上标和下标分别表示空间域和频率域的参数。如图 4.1所示，这个新定义允许图像的

定义域 𝐷 𝑓 和基函数的定义域 𝐷𝑉 建立于不同的坐标系。从定义 4.1中可以直接得到两个命题，

即广义性和局部表征能力。

命题 4.1：广义性。经典矩和矩不变量的全局定义（4.4）是 LIR基本公式（4.7）的特例，具

有固定的位置参数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)和尺度参数 𝑤 = 1。

因此，LIR可被视为矩和矩不变量研究的统一数学框架。

命题 4.2：局部表征能力。基于 LIR基本公式（4.7），可以分别通过调整位置参数 (𝑢, 𝑣)和

尺度参数 𝑤来控制局部表征区域 𝐷 的中心和尺度。

局部表示能力是经典矩和矩不变量所不具有的性质，因此 LIR在图像处理和视觉理解的局

部（像素级）任务中具有潜在应用。

定义的总结：数学上，相关工作 [93,267]是基本公式（4.7）的特例，具有固定的 𝑅𝑛 (𝑟)。这意

味着我们的表征是一种更通用的框架，并且接下来对（4.7）性质和计算的讨论也是完全通用的。

而相关工作 [91] 的笛卡尔定义与公式（4.3）不一致，因此也与基本公式（4.7）不一致，如下文

所述这种笛卡尔定义限制了其实现旋转不变性。

4.3.2 关键性质和表征公式

表征的稳健性对取证算法非常关键，因为敌手可能会引入基于几何变换和信号损失的反取

证攻击 [274]。

接下来，我们通过分析 LIR基本公式（4.7）在不同图像变换下的重要表示特性，旨在满足

取证任务中的稳健性要求。注意，这种局部稳健性在基于全局假设的矩和矩不变量中尚未得到

研究。

令 𝑓𝑇 为图像函数 𝑓 的平移版本，具有偏移量 (Δ𝑥,Δ𝑦)，可写为 𝑓𝑇 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥 +Δ𝑥, 𝑦 +Δ𝑦)，
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如图 4.2所示。

性质 4.1：平移等变性。将 𝑓𝑇 代入基本公式（4.7），可以验证图像平移操作只影响表征参

数 (𝑢, 𝑣)，如下： 〈
𝑓𝑇 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑢+Δ𝑥 ) (𝑣+Δ𝑦)𝑤

𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)
〉
, (4.8)

其中，相同的偏移量 (Δ𝑥,Δ𝑦) 也出现在表征的位置参数 (𝑢, 𝑣)中，这意味着平移等变性。

证明：公式（4.8）的正确性基于以下推导过程：

〈
𝑓𝑇 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤

√
(𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦 − 𝑣
𝑥 − 𝑢 )) 𝑓 (𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤

√
(𝑥 − Δ𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − Δ𝑦 − 𝑣)2)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦 − Δ𝑦 − 𝑣
𝑥 − Δ𝑥 − 𝑢 )) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤

√
(𝑥 − (𝑢 + Δ𝑥))2 + (𝑦 − (𝑣 + Δ𝑦))2)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦 − (𝑣 + Δ𝑦)
𝑥 − (𝑢 + Δ𝑥) )) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑢+Δ𝑥 ) (𝑣+Δ𝑦)𝑤

𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)
〉
.

(4.9)

□

命题 4.3：平移不变表征。由平移等变性保障，可以通过特征匹配在 (𝑢, 𝑣)域检索给定模式

的平移版本（局部不变），还可以通过 (𝑢, 𝑣)域的置换不变映射（如平均或最大池化）生成平移

不变特征（全局不变）。

平移等变性在接下来推导旋转、翻转和缩放的性质时也是至关重要的。

令 𝑓𝑅 为图像函数 𝑓 围绕中心的旋转版本，具有旋转角 𝜙，可写为 𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃) = 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙)，其

中方便起见使用极坐标。注意，考虑 𝑓𝑅 和 𝑓 中任意一对相对应的圆形区域，它们的几何关系

事实上可以建模的中心对齐旋转和平移的复合变换，为如图 4.2所示。由于平移等变性的保障，

接下来的分析可仅关注中心对齐旋转而不失一般性，即将位置参数固定为 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)。

性质 4.2：旋转协变性。将 𝑓𝑅 代入基本公式（4.7）并重写为极坐标形式，其中限制位置参

数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，可以验证图像旋转操作只影响表征的相位，如下：

〈
𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
=
〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
𝐴∗
𝑚(−𝜙), (4.10)

其中，相同的旋转角 𝜙也出现在表征的相位中，这意味着旋转协变性。
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证明：公式（4.10）的正确性基于以下推导过程：

〈
𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (𝑟 ′)𝐴∗

𝑚(𝜃′) 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙)𝑟 ′𝑑𝑟 ′𝑑𝜃′

=
1
𝑤2

2𝜋∫
0

𝑤∫
0

𝑅∗
𝑛 (
𝑟

𝑤
)𝐴∗

𝑚(𝜃) 𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
1
𝑤2

2𝜋∫
0

𝑤∫
0

𝑅∗
𝑛 (
𝑟

𝑤
)𝐴∗

𝑚(𝜃 − 𝜙) 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
1
𝑤2

2𝜋∫
0

𝑤∫
0

𝑅∗
𝑛 (
𝑟

𝑤
)𝐴∗

𝑚(𝜃)𝐴∗
𝑚(−𝜙) 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
1
𝑤2

〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
𝑤2 𝐴∗

𝑚(−𝜙)

=
〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
𝐴∗
𝑚(−𝜙).

(4.11)

□

命题 4.4：旋转不变表征。由相位域的旋转协变性保障，旋转不变性将在幅度域直接成立：

|
〈
𝑓𝑅 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
| = |

〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
|.

在实现旋转不变性方面，更广义且信息保持的策略是采用适当的相位抵消从而排除项 𝐴∗
𝑚(−𝜙)

的影响。这样得到的特征通常是复数值，并含有相位信息。另外，也可以从相位中提取旋转角

度，即角度估计。相位抵消和角度估计的更多细节可参阅文献 [110]。

命题 4.5：翻转不变表征。类比旋转协变性的推导，水平翻转版本 𝑓𝐻𝐹 (𝑟, 𝜃) = 𝑓 (𝑟, 𝜋 − 𝜃)

代入基本公式（4.7）可得 (−1)𝑚(
〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
)∗。因此水平翻转不变性在幅度域也成立。

进一步基于中心对齐旋转和水平翻转的复合变换，可将水平不变性推广为任意翻转不变性。

令 𝑓𝑆 为图像函数 𝑓 的缩放版本，具有缩放因子 𝑠，可写为 𝑓𝑆 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑠𝑥, 𝑠𝑦)。同样地，考

虑 𝑓𝑆 和 𝑓 中任意一对相对应的圆形区域，它们的几何关系事实上可以建模的中心对齐缩放和

平移的复合变换，为如图 4.2所示。由于平移等变性的保障，接下来的分析可仅关注中心对齐

缩放而不失一般性，即将位置参数固定为 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)。

性质 4.3：缩放协变性。将 𝑓𝑆 代入基本公式（4.7），其中限制位置参数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，可

以验证图像缩放操作只影响表征参数 𝑤，如下：

〈
𝑓𝑆 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣 (𝑤𝑠)𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
, (4.12)

其中，相同的因子 𝑠也出现在表征的尺度参数 𝑤中，这意味着缩放协变性。
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证明：公式（4.12）的正确性基于以下推导过程：

〈
𝑓𝑆 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=

∬
𝑥2+𝑦2≤𝑤2

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤

√
𝑥2 + 𝑦2)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦
𝑥
)) 𝑓 (𝑠𝑥, 𝑠𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∬

𝑥2+𝑦2≤𝑤2𝑠2

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤

√
( 𝑥
𝑠
)

2
+ ( 𝑦

𝑠
)

2
)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦
𝑥
)) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑 𝑥

𝑠
𝑑
𝑦

𝑠

=
1
𝑠2

∬
𝑥2+𝑦2≤𝑤2𝑠2

𝑅∗
𝑛 (

1
𝑤𝑠

√
𝑥2 + 𝑦2)𝐴∗

𝑚(arctan( 𝑦
𝑥
)) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1
𝑠2

〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣 (𝑤𝑠)𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
𝑠2

=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣 (𝑤𝑠)𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
.

(4.13)

□

命题 4.6：缩放不变表征。由缩放协变性保障，可以通过特征匹配在 𝑤 域检索给定模式的

缩放版本（局部不变），还可以通过 𝑤 域的置换不变映射（如平均或最大池化）生成缩放不变

特征（全局不变）。

注意，由于对尺度进行稠密采样是困难的，上述缩放不变性在实践中往往会降级为某种稳

健性。除了置换不变映射之外，尺度选择也是实现缩放不变性的常见方法，因而稠密尺度选择

方法 [296]也可以与 LIR结合实现缩放不变性。

继承自经典矩和矩不变量理论，𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 的集合形成了 Hilbert空间的正交完备基，这种信息

保持结构保障了捕捉信息的唯一性和独立性 [16,32]，从而提高了判别性。另外，低阶 (𝑛, 𝑚)表征

在信号损失（如噪声、模糊和采样/量化效应）下更加稳健，其中信号损失操作主要影响图像高

频分量，对应高阶矩 [16,32]。为了让更稳健的信息优先用于表征，阶数 (𝑛, 𝑚)的集合可以由特定

范数和常数 𝐾 约束：

𝑆𝑛𝑚(𝐾) = {(𝑛, 𝑚) : | | (𝑛, 𝑚) | |ℓ ≤ 𝐾}, (4.14)

其中 | | · | |ℓ 表示 ℓ范数，文献中通常取为 ℓ1 或 ℓ∞。

性质公式（4.8）、（4.10）和（4.12）为构建局部不变量提供了可解释的指导，因此在本章

中称为表征公式。注意，出于判别性和效率的考虑，在表征中实现上述全部类型的不变性并不

明智，应根据应用需求选择所需的不变性。

性质的总结：相关工作 [91,93,267] 几乎没有讨论平移、翻转、缩放和信号损失下的表征属性。

相关工作 [93,267] 也具有公式（4.8）的旋转协变性，因而可以构造旋转不变表征，而基于笛卡尔

定义的相关工作 [91]则不具有上述性质。
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4.3.3 精确计算和快速计算

连续域的基本公式和表示公式已在前文给出。接下来，我们将专注于数字图像中的离散实

现，讨论 LIR的精度和效率问题并提供相应的解决方案。

面向数字一致性的取证依赖于高阶统计特征，例如 PRNU方法 [292]。在这种场景中，计算误

差甚至可能主导取证性能。如后文所述，LIR的直接实现并不适用于这种高精度取证场景。为

此，我们旨在通过减小数值积分误差和表示误差，以满足取证任务中的计算精度要求。

考虑在离散笛卡尔坐标系网格上定义数字图像 { 𝑓 (𝑖, 𝑗) : (𝑖, 𝑗) ∈ {1, 2, ..., 𝑀} × {1, 2, ..., 𝑁}}。

方便起见，我们引入离散变量 (𝑖, 𝑗) 的连续版本 (𝑥, 𝑦) ∈ [1, 𝑀] × [1, 𝑁]。其中，一个以 (𝑖, 𝑗) 为

中心的像素区域被定义为 𝐷𝑖 𝑗 = {(𝑥, 𝑦) ∈ [𝑖 − Δ𝑖
2 , 𝑖 +

Δ𝑖
2 ] × [ 𝑗 − Δ 𝑗

2 , 𝑗 +
Δ 𝑗
2 ]}；在该区域上， 𝑓 的值

是恒定的且等于 𝑓 (𝑖, 𝑗)。

定义 4.2：离散定义。基于上述符号，基本公式（4.7）可以重写为离散形式，如下：

〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
=

∑
(𝑖, 𝑗 ) s.t. 𝐷𝑖 𝑗∩𝐷≠∅

ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) 𝑓 (𝑖, 𝑗), (4.15)

其中，ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) 是 (𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 )∗在像素区域 𝐷𝑖 𝑗 与定义域 𝐷 交集上的积分值：

ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) =
∬

𝐷𝑖 𝑗∩𝐷

(𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦))∗𝑑𝑥𝑑𝑦. (4.16)

由于复杂函数的连续积分，LIR的计算精度主要受到公式（4.16）的影响。具体地说，我们

需要确定数值积分策略并计算采样点处基函数的值。接下来将分别讨论这两个方面。

对于数值积分策略，零阶近似是一种常用的策略，直接设置 ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) ≃ (𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗))∗ Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 。

数学上，其误差取决于函数的频率，因此当阶数 (𝑛, 𝑚)较大或者尺度参数 𝑤较小时误差可能非

常显著。注意，这两种情况在 LIR中均很常见。因此，我们建议根据应用的要求引入高精度数

值积分方法，比如伪上采样 [63]和高斯法 [66]。这些策略可以统一表述为如下定义。

定义 4.3：基于高精度数值积分的精确计算。基于 𝐿维求积公式，可得到公式（4.16）的数

值近似为：

ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) ≃
∑
(𝑎,𝑏)

𝑐𝑎𝑏 (𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥𝑎, 𝑦𝑏))∗
Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 , (4.17)

其中，(𝑥𝑎, 𝑦𝑏) ∈ 𝐷𝑖 𝑗 为采样点，具有相应的权重 𝑐𝑎𝑏，有 #{(𝑎, 𝑏)} = 𝐿。

命题 4.7：精确性分析。给定 (𝑛, 𝑚)时公式（4.17）的近似误差为 O(( Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 )𝐿+1)，当 𝐿 > 1时

相对于零阶近似误差 O(( Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 )2)更精确。

计算基函数的采样值时，以数值不稳定为代表的表示误差是另一类精度问题，主要由雅可

比多项式中的阶乘或伽马项引起。我们建议使用递归策略 [159]，直接从几个低阶基函数导出高
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阶基函数，避免大数的阶乘或伽马计算。

离散公式（4.15）、（4.16）和（4.17）提供了 LIR的精确数值近似，因此在本章中称为精确

计算公式。

从取证任务的稠密性和稳健性要求出发，我们倾向于对 LIR参数 (𝑢, 𝑣)和 𝑤进行充分采样。

在这种设置下，基于定义的直接计算会表现出相当高的复杂性。为此，我们旨在引入一些有益

的计算定理和数据结构，以满足取证任务中的计算效率要求。

定义 4.4：卷积定义。考虑 (𝑢, 𝑣) 在离散网格 {1, 2, ..., 𝑀} × {1, 2, ..., 𝑁}上的稠密采样，离

散公式（4.15）可以重写为卷积形式，如下：

〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
= 𝑓 (𝑖, 𝑗) ⊗ (𝐻𝑤

𝑛𝑚(𝑖, 𝑗))𝑇 , (4.18)

其中，⊗表示卷积运算，(·)𝑇 表示矩阵转置；𝐻𝑤
𝑛𝑚是由 ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 定义的卷积核：

𝐻𝑤
𝑛𝑚(𝑖, 𝑗) = {ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) : 𝑢, 𝑣 = 𝑤, (𝑖, 𝑗) s.t. 𝐷𝑖 𝑗 ∩ 𝐷 ≠ ∅}. (4.19)

这里，公式（4.15）中的稠密内积运算被转换为公式（4.18）中的卷积。注意，我们使用术

语“卷积”而不是类似的术语“互相关”是为了方面后续讨论。

给定 (𝑛, 𝑚) 时公式（4.18）的计算复杂度由以下参量共同决定：核 𝐻𝑤
𝑛𝑚 的大小（即 4𝑤2）、

参数 (𝑢, 𝑣) 采样集合 𝑆𝑢𝑣 的大小（记为 #𝑢𝑣 = |𝑆𝑢𝑣 |）、以及参数 𝑤 采样集合 𝑆𝑤 的大小（记为

#𝑤 = |𝑆𝑤 |）。总共需要 Θ(4 ∑
𝑤∈𝑆𝑤

𝑤2#𝑢𝑣)或 O(𝑤max
2#𝑢𝑣#𝑤)次乘法运算，其中 𝑤max是 𝑆𝑤 中的最大

值。至于公式（4.19），其复杂度几乎可以忽略不计，因为核函数只需要在给定 𝑛、𝑚和 𝑤的情

况下计算一次，无需 (𝑢, 𝑣) 上的密集计算。

接下来将介绍公式（4.18）的快速计算策略。

定义 4.5：基于卷积定理的快速计算。引入傅里叶变换的卷积定理，将公式（4.18）中的空

间域卷积可以转换为频域乘积 [297]：

〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
= F −1(F ( 𝑓 ) ⊙ F ((𝐻𝑤

𝑛𝑚)𝑇 )), (4.20)

其中，F 表示傅立叶变换，⊙表示逐点乘法。

命题 4.8：卷积定理的复杂性分析。若采用快速傅里叶变换实现公式（4.20），则乘法复杂

度降为 Θ(#𝑤 (3#𝑢𝑣 log #𝑢𝑣 + #𝑢𝑣))或 O(#𝑤#𝑢𝑣 log #𝑢𝑣)。

注意，尺度参数 𝑤对于复杂度没有影响，即相对于表征尺度的常数阶计算复杂度。理论上，

当 𝑤max 足够大使得 𝑤max
2 大于 log(#𝑢𝑣) 时，基于快速傅里叶变换的实现将比公式（4.18）的直

接计算更快速。实际上上述结论非常重要，因为对 𝑤的采样通常涉及一些较大的值以满足缩放
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不变性。

接下来将指出定义 4.5中可进一步加速的环节。

定义 4.6：基于缩放定理的快速计算。引入傅里叶变换的缩放定理，则频域系数项 F ((𝐻𝑤
𝑛𝑚)𝑇 )

可由已经计算过的项 F ((𝐻𝑤0
𝑛𝑚)𝑇 ) 直接导出：

F ((𝐻𝑤
𝑛𝑚)𝑇 ) = ( 𝑤

𝑤0
)2F ((𝐻𝑤0

𝑛𝑚)𝑇 )(
𝑤𝜉𝑖
𝑤0

,
𝑤𝜉 𝑗

𝑤0
), (4.21)

其中，(𝜉𝑖, 𝜉 𝑗)是频率自变量。

命题 4.9：缩放定理的复杂性分析。对于给定的 (𝑛, 𝑚) 以及一对 𝑤 和 𝑤0，公式（4.21）用

插值法代替了快速傅里叶变换，并因此节省 Θ(#𝑢𝑣 log #𝑢𝑣) 次乘法。

除卷积和缩放定理外，我们还考虑一些实际的加速技巧。

命题 4.10：其他快速计算及其复杂性分析。回到公式（4.20），可以观察到项 F ((𝐻𝑤
𝑛𝑚)𝑇 )实

际上与输入 𝑓 的内容无关，只与其大小相关。因此，可以预先计算出一个索引为 (𝑛, 𝑚, 𝑤)的查

找表，包含尺寸固定为 𝑀0 ×𝑁0的一组 F ((𝐻𝑤
𝑛𝑚)𝑇 )，同时将数字图像 𝑓 的尺寸归一化为 𝑀0 ×𝑁0。

因此，对于给定的 (𝑛, 𝑚)和 𝑤，查找表策略可节省 Θ(#𝑢𝑣 log #𝑢𝑣)次乘法。

离散公式（4.18）、（4.19）、（4.20）和（4.21）提供了 LIR的高效数值实现，因此在本章中

称为快速计算公式。

计算的总结：在相关工作 [91,93,267] 中，几乎没有讨论过精确计算。相关工作 [91,93] 提出了类

似的常数阶计算策略，但这些快速计算都依赖于特定的基函数。相比之下，本章工作给出了通

用的快速计算框架，不受基函数具体定义的限制。注意，精确计算策略（4.17）主要适用于 𝑤

较小的情况，而快速计算策略（4.20）则适用于 𝑤较大的情况。

4.4 局部不变量实践

本节介绍 LIR的实践方面。我们给出了一般实践流程的可视化，并提供了面向取证任务的

设置原则。

4.4.1 实践示例

为了使 4.3节的理论转化为直观认知，我们在图 4.3中给出了 LIR在纹理图像上的实践示

例。

计算方面。回到公式（4.17）和（4.19），首先可由不同阶数 (𝑛, 𝑚)和尺度 𝑤的基函数𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 导

出一组卷积核 𝐻𝑤
𝑛𝑚。图 4.3展示了一组 𝐻𝑤

𝑛𝑚的实部和虚部。随后，计算图像 𝑓 与转置核 (𝐻𝑤
𝑛𝑚)𝑇

的空域卷积（4.18）或与之等价的频域乘积（4.20），由此将图像 𝑓 分解为沿多频率和多尺度的

稠密系数
〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
。

表征方面。如图 4.3所示，这些系数的幅度捕捉了主要的结构信息（线条模式），而相位提
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图 4.3 实践流程示意图。

供了非常丰富的细节（纹理特征）。为了获得稳健表征，可以通过系数的幅度（对旋转和翻转不

变）和池化（对平移和缩放不变）构造相应的不变量，参照表征公式（4.8）、（4.10）和（4.12）。

在实践中，基于幅度的 LIR通常可以满足要求；若需提高判别性，可以通过适当的相位抵消将

相位信息也编码进特征。

4.4.2 实践原则

接下来，我们提供参数和径向基函数的设置原则，主要面向在取证任务中的实践。

鉴于 LIR参数 (𝑛, 𝑚)、(𝑢, 𝑣)和 𝑤的物理意义，其设置主要参考取证问题的数学性质。

• 参数 (𝑛, 𝑚) 控制所表征图像信息的频率。图像取证分析关注的语义、物理和数字一致性

特征分别对应低频、中频和高频信息 [274]，因此可分别采用低阶、中阶和高阶 (𝑛, 𝑚)进行

有效表征。

• 参数 (𝑢, 𝑣)控制所表征的图像信息的位置。理论上，(𝑢, 𝑣)的逐像素采样可最大程度满足

取证任务的稠密性要求，避免篡改区域的漏检。在实践中，可采用间隔采样以降低计算

复杂性，涉及复杂性和稠密性要求的权衡。

• 参数 𝑤控制所表征图像信息的尺度。对于不需尺度不变性的取证任务，𝑤可以直接取一

固定值。相反，对于需要尺度不变性的任务，𝑤应该被充分采样。特别应该注意的是，如

果已知待分析模式的尺度先验，应该在设置中引入这些知识以避免不必要的采样。

至于 LIR中径向基函数的定义，其设置主要主要考虑表征能力和计算精度/效率。

• 表征能力主要受径向基函数的零点分布影响。一般而言，在 [0, 1] 上零点分布均匀的径

向基函数是最优选择。另一种可行的方法是将具有互补零点分布的径向基函数组合使用，

以捕捉互补的图像信息 [159]。

• 计算精度/效率主要受径向基函数的基本数学性质影响。其中，复杂度与是否涉及阶乘/伽

马项、求和/级数运算和求根过程有关，数值稳定性与阶乘/伽马项和函数有界性有关。
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(a) 计算误差

 

(b) 分解时间

图 4.4 不同计算方法的精确性和复杂性对比。

4.5 实验和应用

本节将全面评估所提出的 LIR的性能，涵盖仿真实验和实际应用层面的对比。

在仿真实验层面，我们提供了精确性/复杂性和稳健性/不变性的数值结果。对于精确性和复

杂性，我们比较了 LIR的几种计算策略。对于稳健性和不变性，我们在两类经典视觉任务中，即

稠密模式检测和匹配，分别测试了 LIR与先进稠密局部表征方法在多种几何或信号劣化下的综

合性能。

在实际应用层面，我们分别考虑了被动取证路径中复制-粘贴篡改检测的和主动取证路径中

的感知哈希。其中，LIR作为特征模块直接应用于上述算法，提供了与先进取证方法在典型场

景和稳健性场景下的取证精度和效率对比。

为了简洁并凸显方法的有效性，一组简单的余弦函数被选为径向基函数用于全部实验，即

PCT [57]的 LIR扩展版本。

4.5.1 精确性和复杂性

我们采用 2.4.1节的精确性和复杂性指标，分别评估 4.3.3节中给出的几种 LIR计算策略。

精确性。比较方法包括基于零阶近似的直接计算和基于伪上采样的精确计算，详见定义 4.2

和 4.3以及命题 4.7。理论上，数值积分误差分别与函数频率和采样数成正比和反比关系，因此

实验考虑 𝑤 = 8和 𝐾 ∈ {0, 1, . . . , 20}。

在图 4.4 (a)中，我们给出了计算误差的对比结果。可以观察到，上采样策略的误差要小于

直接计算，特别是对于更高的上采样率和更高的阶数 𝐾。显然，在 𝑤较小和 (𝑛, 𝑚)较大的情况

下，直接计算的 LIR系数可能会包含相当显著的误差，从而干扰后续任务。上述数据支撑了我

们关于误差的理论分析结论，验证了准确计算公式在实际场景中的有效性。

复杂性。比较方法包括基于卷积的直接计算和基于快速傅里叶变换的快速计算，详见定义
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图 4.5 不同稠密局部表征方法的模式检测示例。

4.4∼4.6以及命题 4.8∼4.10。实验考虑计算大小为 512 × 512图像的稠密 LIR系数，即 (𝑢, 𝑣) ∈

{1, 2, . . . , 512}2，其中阶数固定为 (𝑛, 𝑚) = (1, 1)，尺度参数为 𝑤 ∈ {5, 10, . . . , 200}。

在图 4.4 (b)中，我们给出了分解时间的对比结果。随着 𝑤的增加，直接计算的时间曲线急

剧上升，而基于快速傅里叶变换的快速计算则表现出几乎平直的时间曲线，引入查找表技巧进

一步减少了其时间。显然，该观察支撑了我们关于复杂性的理论分析结论。注意，这里只考虑

固定 (𝑛, 𝑚, 𝑤)的计算时间，而在实际场景中通常需要一组 (𝑛, 𝑚, 𝑤)，上述计算策略之间的速度

差距将进一步扩大。

4.5.2 稳健性和不变性

接下来将通过两个经典视觉任务，即稠密模式检测和匹配，评估 LIR的稳健性和不变性水

平。注意，这两个任务在表征层面具有不同的特性：检测通常使用大尺度、多尺度的复杂表征，

因为结果的稀疏性；而匹配通常使用小尺度、单尺度的紧凑表征，因为结果的稠密性。

注意，实验中的算法框架非常简单，因为目标是反映不同表征在两种任务框架中的性能水

平，而不是直接在这些任务上取得最先进的结果。
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表 4.2 不同稠密局部表征方法在模式检测实验中的 F1分数（%）。

表征方法 FAR [298] SID [267] LIR

干净 61.54 92.68 97.56

旋转 20° 60.00 73.08 100.00
旋转 45° 56.41 56.25 97.56
翻转列 34.48 31.58 97.56
翻转行 34.48 26.47 97.56
缩放 0.8 25.64 35.05 74.07
缩放 0.5 19.35 19.18 45.61

高斯噪声 0.01 61.54 92.31 100.00
高斯噪声 0.02 61.54 92.68 93.33
椒盐噪声 0.01 60.00 90.48 97.56
椒盐噪声 0.02 60.00 92.68 100.00
均值滤波 7 × 7 43.24 45.57 61.76
均值滤波 9 × 9 40.00 37.11 60.61
高斯滤波 7 × 7 45.71 50.75 84.00
高斯滤波 9 × 9 43.24 46.34 59.15
中值滤波 7 × 7 60.00 92.68 100.00
中值滤波 9 × 9 61.22 92.68 97.67
JPEG压缩 10 61.54 92.68 100.00
JPEG压缩 5 61.54 92.68 100.00
拉普拉斯锐化 57.89 92.68 100.00

分数平均值 ↑ 50.47 67.28 88.20
分数标准差 ↓ 13.26 27.26 17.12

4.5.2.1 稠密模式检测

在该实验中，我们考虑从一个包含多个字母及其旋转/缩放/翻转版本的 800 × 800图像中检

测给定模式，如图 4.5所示。此外，实验还涉及图像全局的几何和信号劣化攻击，作为更具挑战

性的实验协议。

算法设计。给定模式是从原始干净图像上直接取出的字母，具有固定的朝向和尺度。给定

模式的特征向量作为基准，用于和整幅图像的稠密特征进行对比：通过计算特征间的欧氏距离，

将距离较小的位置视为模式检测结果。我们使用 F1分数来评估检测精度。

对比方法包括具有不变性的稠密局部表征方法：FAR [298]和 SID [267]。其中，FAR是专门设

计用于旋转不变模式检测的表征，其在严重噪声条件下的具有稳健性；SID则具有内在的旋转

和缩放不变性，并且无需尺度和方向的池化或选择。

我们的 LIR实现细节如下。在公式（4.14）中，设置最大阶数 𝐾 = 5，基于无穷范数，使得

LIR在尺度空间中每个位置 (𝑢, 𝑣, 𝑤)上具有 36维特征。考虑位置参数 (𝑢, 𝑣)为图像网格上的稠

密采样，尺度参数 𝑤从 30增加到 120并含 10个采样点。对于 FAR和 SID，我们使用其原始论

文中的常规参数设置。注意，FAR和 SID都定义在单尺度上，在每个平面位置上的特征维数分
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图 4.6 不同稠密局部表征方法的模式匹配示例。

别为 21和 1008。采样方面，FAR是稠密采样，而 SID采用 2个像素的采样间隔，为了降低时

间/空间成本（避免内存溢出）。

稳健性与不变性。图 4.5 给出了特征响应图和最终检测结果的示例，表 4.2 列出了对比方

法在各种实验协议下的 F1 分数。可以观察到，在劣化操作下，稠密局部表征要在保持判别性

的同时实现稳健性是一项挑战性任务。FAR表现出旋转不变性，并且对于严重噪声具有强稳健

性。但是 FAR无法应对尺度变化，并且在滤波类操作下特征不稳定。SID的对数极坐标定义使

得其在单一尺度上实现旋转和缩放不变性。然而，响应图表明 SID特征在排除不相关字母方面

较弱，即判别性较低。另外，FAR和 SID都不具备翻转不变性。与之相对，所提出的 LIR对于

旋转、翻转和缩放具有更强的稳健性，这应该归功于协变性的充分利用。此外，由于 LIR基函

数的正交性和完备性，能够很好地在信号劣化环境中良好区分相关和无关模式。

效率。所提出的 LIR保持了合理的时间成本：FAR，SID和 LIR的 CPU运行时间分别约为

2秒，35秒和 6秒，注意我们的方法是多尺度表征。

4.5.2.2 稠密模式匹配

在该实验中，我们考虑在原始图像与其劣化版本之间建立稠密的局部对应关系，如图 4.6所

示。我们从 INRIA Holidays图像集 [299]中选择了 10张图像以提供平均分数，其中图像尺寸归一

化为 1000 × 1333。

算法设计。实验基于如下通用框架：PatchMatch [300]用于匹配稠密特征，RANSAC [301]用于

排除错误匹配。这里，稠密特征的规则空间关系使得 PatchMatch能够以较高效率实现几何不变

的特征匹配 [302]。我们使用重复率分数 [15]来评估匹配精度。

对比方法包括具有不变性的稠密局部表征方法：DAISY [18]和 DASC [268]。其中，DAISY是

为宽基线立体匹配而设计，因此考虑了几何不变性（透视畸变）；DASC进一步发展了 DAISY

的思想，额外关注光度变化下的稳健性。

我们的 LIR实现细节如下。选择了最大阶数为 3的一组 (𝑛, 𝑚)，使得 LIR在尺度空间中每
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表 4.3 不同稠密局部表征方法在模式匹配实验中的重复率分数（%）。

表征方法 DAISY [18] DASC [268] LIR

干净 95.58 94.48 94.26

旋转 20° 28.67 0.16 85.01
旋转 45° 0.30 0.35 76.61
翻转列 0.23 0.15 92.81
翻转行 0.48 0.13 91.03
缩放 0.8 72.07 7.54 49.36
缩放 1.3 74.79 3.20 32.27

高斯噪声 0.01 23.66 31.43 35.60
高斯噪声 0.02 15.54 20.73 21.98
椒盐噪声 0.01 60.17 63.68 58.96
椒盐噪声 0.02 45.44 47.59 45.43
均值滤波 5 × 5 52.56 68.09 60.53
均值滤波 7 × 7 27.58 29.63 18.77
高斯滤波 5 × 5 54.81 69.70 64.47
高斯滤波 7 × 7 32.87 41.91 29.95
中值滤波 5 × 5 54.09 72.93 59.88
中值滤波 7 × 7 28.84 42.30 32.21
JPEG压缩 10 48.49 40.25 35.97
JPEG压缩 5 28.15 17.02 13.69
拉普拉斯锐化 43.75 79.58 47.39

分数平均值 ↑ 39.40 36.54 52.31
分数标准差 ↓ 25.10 29.58 24.84

个位置 (𝑢, 𝑣, 𝑤)上具有 10维特征。考虑位置参数 (𝑢, 𝑣)为图像网格上的稠密采样，尺度参数 𝑤

从 8增加到 32并含 10个采样点。对于 DAISY和 DASC，我们使用其原始论文中的常规参数设

置。注意，DAISY和 DASC在每个位置的特征维度分别为 200和 128，远多于 LIR的维度。

稳健性和不变性。图 4.6给出稠密局部对应的示例，表 4.3列出了对比方法在各种实验协议

下的重复率分数。几何变换方面，DAISY和 DASC很难保持稳定的匹配，特别是对于翻转和大

角度旋转；DAISY在缩放方面表现出良好的重复率，而 DASC则不具有这样的性质。信号损失

方面，DASC重复率的整体水平要优于 DAISY，这与 DASC的设计目标一致。与这些为匹配任

务专门设计的描表征相比，所提出的 LIR能够提供更好的几何变换稳健性和相近的信号损失稳

健性。

效率。DAISY、DASC和 LIR的特征提取时间分别约为 6秒、106秒和 6秒，特征匹配时间

分别约为 79秒、77秒和 20秒。基于所提出的常数阶计算，LIR的特征提取非常快速，与以效

率著称的 DAISY相当。更重要的是由于基函数正交性，LIR的特征向量更加紧凑，从而在匹配

过程中节省了大量时间。
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图 4.7 不同检测方法用于复制-粘贴篡改基准的结果示例。

4.5.3 被动取证：复制-粘贴篡改检测

复制-粘贴是图像篡改中最基本的操作之一，从图像中复制并粘贴某些区域以强调或掩饰特

定的语义对象。复制-粘贴篡改的被动取证算法一般从图像中提取稀疏或稠密的局部特征，并通

过匹配这些特征来揭示潜在的复制-粘贴行为。显然，提取特征的质量对性能有重要影响。整体

上，稀疏方法更高效且几何不变性更好，但取证精确性较低；相反，稠密方法更准确，但效率

较低且几何不变性较差。上述现象与我们在 4.1节中的分析一致。

算法设计。由 Cozzolino等人 [217] 提出的复制-粘贴取证算法是一种代表性的稠密方法，依

赖于圆谐正交矩（旋转不变）。理论上，其特征提取模块可被视为 LIR的一种特例，具有固定的

尺度。可以预见，该方法在实践中对旋转、翻转和信号损失具有稳定性，但对尺度变化敏感。因

此，我们主要将 LIR框架引入该算法中以改善其缩放稳健性，即原 PCT特征提取模块被其 LIR

扩展版本替代。我们的 LIR实现细节如下，选择了一组最大阶数为 3的 (𝑛, 𝑚)，在尺度空间的每

个位置 (𝑢, 𝑣, 𝑤)上生成 10维特征，考虑位置参数 (𝑢, 𝑣)在图像网格上的稠密采样，尺度参数 𝑤

从 8增加到 32并含 10个采样点。为了实现具有缩放稳健性的紧凑表征，我们引入了跨尺度的

平均池化。作为一种常见的技巧，低分辨率图像将被等比例放大（长边固定为 2000像素），以

抑制参数灵敏度。注意，我们在分数计算中排除了篡改区域和背景之间的边界像素 [217,286]。

复制-粘贴基准。我们首先在五个复制-粘贴取证基准上进行了定量对比：FAU [286]、GRIP [217]、

MICC [305]、CMH [306]和 UNIPA [307]。这里，FAU、GRIP和 UNIPA仅包含刚性的复制-粘贴操作，

而MICC和 CMH则带有进一步的攻击（例如缩放和旋转）以实现令人信服的视觉效果。对比方
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表 4.4 不同检测方法在多种复制-粘贴篡改基准上的取证分数（%）。

取证方法 Cozzolino’15 [217] Zandi’16 [303] Li’19 [304] Cozzolino+LIR
Pr

ec
isi

on
FAU 93.08 79.59 89.44 96.75
GRIP 93.01 81.90 92.7 96.45
MICC 92.02 66.06 88.77 94.30
CMH 82.98 54.96 85.26 88.62
UNIPA 85.37 73.07 86.18 96.5

Re
ca
ll

FAU 91.94 95.09 88.94 92.44
GRIP 96.41 98.64 97.43 95.89
MICC 89.07 74.98 86.53 88.76
CMH 78.99 65.27 71.98 75.91
UNIPA 91.76 99.05 93.95 95.03

F1

FAU 91.89 83.39 88.63 93.62
GRIP 93.85 86.67 94.75 95.74
MICC 89.22 66.41 86.73 89.82
CMH 80.12 58.25 76.35 79.50
UNIPA 88.31 81.01 89.30 95.66

法包括基础的 Cozzolino’15 [217]及其 LIR版本，最先进的稀疏方法：Silva’15 [306]、Zandi’16 [303]和

Li’19 [304]，以及最先进的稠密方法：Ryu’13 [308]、Li’13 [309]、Emam’16 [310]、Pun’18 [311]、Bi’18 [312]、

Wu’18 [313]和 Zhong’20 [314]。其中，Wu’18和 Zhong’20基于深度学习网络。注意，Ryu’13、Li’13、

Emam’16、Pun’18和 Bi’18中的特征提取模块也可视为 LIR的特例。

图 4.7给出了上述基准上的复制-粘贴取证示例，表 4.4列出了流行的开源算法 [217,303,304] 在

以上全部基准上的取证分数，表 4.5则列出了其他（闭源）对比方法在 FAU基准上的取证分数。

可以观察到，总体上稠密方法，特别是 Cozzolino’15及其 LIR扩展，提供了比稀疏方法更高的

取证精度。稀疏方法中，Li’19在性能上优于 Zandi’16，这主要归因于其更稠密的特征点。上述

现象证实了表征稠密性对于取证任务的重要性。通过引入 LIR，Cozzolino’15在大多数基准上的

分数进一步提高（在 CMH上基本持平），这意味着 LIR的实用性而不仅仅是一种数学上的扩

展。这种性能提升在很大程度上归因于 LIR的多尺度结构，使得特征在同时具有缩放稳健性和

足够的信息量。

复制-缩放-粘贴稳健性。我们接下来评估基础的 Cozzolino’15和其 LIR版本对缩放的稳健

性。实验在 FAU基准上进行并采用复制-缩放-粘贴操作，其中缩放因子设为 0.8。对比方法包括

最先进的稠密方法 Ryu’13 [308]、Li’13 [309]、Emam’16 [310]、Pun’18 [311]、Bi’18 [312]、Wu’18 [313] 和

表 4.5 多种检测方法在 FAU复制-粘贴篡改基准上的取证分数（%）。

取证方法 Ryu’13 [308] Li’13 [309] Silva’15 [306] Emam’16 [310] Pun’18 [311] Bi’18 [312] Wu’18 [313] Zhong’20 [314] Cozzolino+LIR

Precision 95.02 58.05 88.02 - 91.07 90.55 44.59 75.61 96.75
Recall 88.15 92.26 89.72 - 90.21 91.66 31.60 74.13 92.44
F1 91.50 71.21 88.95 84.91 90.33 91.07 37.11 74.82 93.62

本表中对比方法的分数摘录自文献 [314].
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图 4.8 不同检测方法在复制-缩放-粘贴稳健性实验中的结果示例。

表 4.6 复制-缩放-粘贴稳健性实验中引入本章方法前后的取证分数和匹配性能。

取证方法 Cozzolino’15 [217] Cozzolino+LIR 引入本章方法的增益率

Precision 84.47 90.86 7.56
Recall 46.06 63.32 37.47
F1 56.15 71.18 26.77

平均匹配数 144519.75 270730.23 87.33

Zhong’20 [314]。

图 4.8给出了复制-缩放-粘贴的取证示例，相应的取证分数总结在表 4.6和 4.7中。在这种

缩放场景中，Cozzolino’15和其 LIR版本之间的性能差距显著增大，其他稠密方法的性能也严

重降低。其中，LIR的引入提升了召回率（增益率约 37%）和精确率（增益率约 8%），从而实

现了更高的 F1分数（增益率约 27%）。更重要的是，LIR引入后每张图像的平均匹配数量增加

了近 2倍。与其他稠密方法相比，LIR的性能优势更为明显。

综合稳健性。我们最后在 FAU基准上评估了全面攻击下的稳健性，包括对整幅图像的 6种

信号损失攻击和对操作区域的 4种几何变换攻击。对比方法包括 Cozzolino’15 [217]、Zandi’16 [303]

和 Li’19 [304]。为了揭示取证分数的分布特性（尤其是分数的平均和偏差性质），我们在图 4.9给

出了相应的箱线图。

可以观察到，与基础的 Cozzolino’15相比，所提出的 LIR版本在实现更高或保持相似的平

表 4.7 多种检测方法在 FAU复制-缩放-移动稳健性实验中的取证分数（%）。

Method Ryu’13 [308] Li’13 [309] Emam’16 [310] Pun’18 [311] Bi’18 [312] Wu’18 [313] Zhong’20 [314] Cozzolino+LIR

Precision < 25 < 25 - 41.48 62.09 34.84 68.05 90.86
Recall < 20 24.95 - 39.69 < 20 20.12 64.59 63.32
F1 < 20 20.97 < 20 40.51 22.91 25.22 64.67 71.18

本表中对比方法的分数摘录自文献 [314].

83



面向可信视觉任务的不变表征方法研究

 

  

 

  

 

图 4.9 不同取证方法在综合稳健性实验中的取证分数线箱图。
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图 4.10 不同感知哈希方法用于内容认证的结果示例。

均分数的同时，表现出明显较低的分数偏差。而对于 Zandi’16和 Li’19来说，所提出的 LIR版

本在分数的平均和偏差方面的优势更为明显。这些共性现象表明，通过引入 LIR，取证算法的

稳定性得到了显著改善（特别是在缩放方面），同时不牺牲精确性的平均水平。

上述实验证据支持了我们对几何变换稳健性的理论预期，验证了 LIR在被动取证场景中的

实用性。我们想要指出的是，上述 LIR应用是非常直接的，通过结合稠密尺度选择方法可以实

现更精细的缩放不变性设计。

4.5.4 主动取证：感知哈希

感知哈希是一种用于内容认证的主动取证方法，其主要思想是生成反映图像内容的二进制

哈希序列，通过哈希比较实现内容认证。显然这要求，图像表征应该对内容保持的操作具有稳
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表 4.8 不同感知哈希方法在稳健性实验中的取证分数（%）。

取证方法
DCT [315,316] LIR

Precision Recall F1 Precision Recall F1

干净 87.24 77.7 79.85 89.03 71.97 76.95

高斯噪声 0.01 87.02 74.81 77.8 88.63 70.13 75.46
高斯噪声 0.02 86.74 74.2 77.21 87.8 70.05 74.68
椒盐噪声 0.01 86.38 77.83 79.52 88.61 71.88 76.68
椒盐噪声 0.02 85.73 77.66 78.97 88.29 71.65 76.35
均值滤波 7 × 7 55.43 75.33 53.43 78.8 68.09 68.06
均值滤波 14 × 14 37.87 74.02 38.45 52.89 65.55 50.18
高斯滤波 7 × 7 59.49 75.48 56.72 80.43 68.73 69.41
高斯滤波 14 × 14 49.86 74.97 49.03 71.47 68.17 63.35
中值滤波 7 × 7 60.61 74.91 57.84 82.43 68.51 70.17
中值滤波 14 × 14 44.72 69.49 43.13 66.83 61.51 56.72
JPEG压缩 10 84.22 76.08 76.28 88.61 71.02 76.15
JPEG压缩 5 77.12 75.57 69.86 87.55 70.88 75.29
拉普拉斯锐化 55.36 80.17 54.55 78.76 72.79 69.64

分数平均值 ↑ 68.41 75.59 63.76 80.72 69.35 69.94
分数标准差 ↓ 17.53 2.36 14.32 10.26 2.89 7.88

健性，同时对不同的视觉内容具有判别性，且哈希序列具有足够紧凑。上述要求与我们在 4.1节

中的分析一致。

算法设计。目前，最先进的感知哈希算法通常遵循一个综合了稀疏和稠密特征的通用框架：

稀疏特征（如 SIFT）用于几何校正，稠密特征（如稠密 DCT）用于篡改区域定位 [315,316]。然而，

像 DCT这样的稠密特征在表征能力和哈希紧凑性两方面存在缺陷。在某些信号损失场景，如模

糊和压缩，其取证结果相当不稳定。受此启发，我们以 LIR替换这类稠密 DCT，以改善其信号

损失稳健性并缩短哈希序列。我们的 LIR实现细节如下，考虑位置参数 (𝑢, 𝑣) 在图像网格上的

8像素间隔采样（为了哈希紧凑性），在公式（4.14）中设置最大阶数 𝐾 = 3，基于无穷范数，使

得 LIR在尺度空间中每个位置 (𝑢, 𝑣, 𝑤) 上具有 16维特征。由于存在几何校正，尺度参数 𝑤 仅

从 8增加到 12并含 3个采样点，引入跨尺度的平均池化。在实践中，哈希距离比较的阈值很重

要，公平性起见我们使用大津算法 [317]自适应地确定所有比较方法的阈值。

哈希稳健性。我们取证基准图像集 RTD [318]上进行实验，该基准包含修补、拼接、复制-粘

贴操纵以及其他微妙的手工润饰。由于感知哈希的固有特性（主动取证），在这些干净图像上直

接取证不具有挑战性。因此，实验主要考虑在全局信号损失下更具挑战性的协议。对比方法包

括基础的 SIFT-DCT框架和我们的 SIFT-LIR版本。请注意，该基础框架涵盖了几种最先进的感

知哈希算法，例如 Zhang’20 [315]、Wang’15 [316]、Hao’21 [319]和 Biswas’20 [320]。

图 4.10 给出了感知哈希内容认证的示例，相应的取证分数总结在表 4.8 中。可以观察到，

即使在含有几何校正的取证场景中 LIR仍然表现出一定优势。从响应图可以看出，某些攻击下
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DCT很难在实现稳健性的同时保持判别性，倾向于在内容保持处理后的区域中给出误报。与基

础的 SIFT-DCT框架相比，LIR在干净和噪声图像上提供了类似的取证分数，同时在模糊、压缩

和锐化方面表现出更强的稳健性。分数的平均值和标准差层面也凸显了 LIR的性能优势，特别

是在精确率（与误报有关）方面。总体而言，LIR在整体定位精确性（即平均值）以及在不同

攻击下的稳定性（即标准差）方面表现更好。

哈希紧凑性。每个位置上的 DCT和 LIR特征的维度分别为 32和 16，这意味着在存储和传

输成本方面实现了近 50%的节省。

上述实验证据支持了我们对信号损失稳健性和表征紧凑性的理论预期，验证了 LIR在主动

取证场景中的有用性。

4.6 本章小结

本章对面向取证场景的局部不变量进行了系统性研究，将全局不变量的基本理论推广到更

广义的局部假设，提出了名为“局部不变表征 LIR”的新方法。

本章工作在理论层面的要点如下：

• 定义方面，从基本公式上推广了矩和矩不变量理论，给出了具有局部表征能力的新定义

LIR（4.3.1节）。

• 性质方面，形式化讨论了 LIR在几何不变性、等变性和协变性方面的核心性质，作为形

成不变表征的指导原则（4.3.2节）。

• 计算方面，推导出了 LIR的高效计算策略，具有低误差、常数阶复杂性以及基函数通用

性的特点（4.3.3节）。

本章工作在实践层面的要点如下：

• 给出了 LIR的实践指南，旨在帮助研究者更好地将上述理论付诸于具体应用场景，特别

是明确了在取证任务中的设置原则（4.4节）。

本章工作在应用层面的要点如下：

• 仿真实验方面，即稠密模式检测和匹配，LIR相对于现有稠密局部表征的先进方法实现

了更优的整体性能，特别是在挑战性的几何或信号劣化场景（4.5.2节）。

• 实际应用方面，即复制-粘贴篡改检测（被动取证）和感知哈希（主动取证），LIR相对于

该领域先进取证方法实现了取证分数和效率的提升（4.5.3和 4.5.4节）。

本章工作已总结成文：

• Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. A principled design of image representation:

Towards forensic tasks. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence,

2022, 45(5): 5337-5354.
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第五章 探索层次不变量

针对不变表征方法在大规模视觉任务中的适用性问题，本学位论文的第三个课题是探索层

次不变量，以在更大规模假设下更好地权衡不变性和判别性。本章以重新审视卷积网络中的典

型模块开端，在理论（蓝图、定义、性质和计算）、实践（设置原则和数据自适应）和应用（经

典和可信视觉任务）层面介绍所提出的层次不变量新方法。

5.1 引言

稳健和可解释的图像表征是迈向可信人工智能的关键技术之一。在此方面，一条成功路径

是在图像表征的设计中嵌入任务所需的不变性结构。然而，从历史的角度，不变性和判别性分

别在手工（如 SIFT）和学习（如 CNN）研究范式上近乎独立的发展，仍然缺乏良好兼顾不变性

和判别性的一般性设计，这限制了稳健和可解释的图像表征在更大规模视觉问题中的应用。

5.1.1 研究动机

面向大规模的可信场景，最新进展试图给出一些更先进的不变性设计以同时满足判别性、

稳健性和解释性需求。

为了增强手工表征的判别性，研究者尝试引入学习表征的成功经验，特别是深度级联和过

完备字典。在这方面最具代表性的工作是散射网络 [321]（Scattering Networks），作者将经典的小

波变换拓展为深度级联的过完备表征。与典型的 CNN不同：1)框架上，卷积层由固定的小波基

定义，采用基于模运算的非线性，没有中间的池化操作，表征不需学习；2)表征性质上，提供了

平移等变性以及相对于非线性形变的稳健性。后续理论工作进一步探讨了多种几何不变性 [323]、

更一般的数学形式化 [279]、以及在改善先进 CNN技术的效率、解释性、稳健性方面的潜力 [324]

等。应用方面，在音频 [325]，图像 [321,323,324]和图 [326]数据的多种任务中，其中的一些甚至是跨学

科的 [327,328]，提供了有竞争力的结果。鉴于类似的设计目标和实现路径，我们将散射网络作为

本章工作的主要竞争者。

为了增强学习表征的稳健性和解释性，研究者尝试引入手工表征的成功经验，特别是固有

的不变/等变结构。在这方面最具代表性的工作是等变网络 [322]（Equivariant Networks），作者将

经典的卷积变换推广为对称群上的新定义。与典型的 CNN不同：1)框架上，卷积变换是学得的

但具有先验启发的新结构，一般涉及卷积的重参数化以实现可控的对称性；2)表征性质上，通

常旨在实现平移和旋转联合等变性。后续理论工作进一步从多种数学理论出发，包括可操纵滤

波 [329]、谐波分析 [330]、尺度空间 [331]、李群 [332]、B样条插值 [333]，完善了旋转 [329,330,334]、翻转 [329]、
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表 5.1 本章方法与相关方法的概念性对比。

方法 经典不变量 [16] 经典卷积网络 [21] 散射网络 [321] 等变网络 [322] 本章方法

判别性 ✓ ✓ ✓ ✓

稳健性 ✓ ✓ ✓ ✓

可解释性 ✓ ✓ ✓ ✓

高效性 ✓ ✓

缩放 [331,335]以及它们的联合 [336]的等变性。应用方面，在底层视觉任务 [337]，特别是具有几何先

验的科学发现 [338,339] 中，扮演关键性角色。鉴于类似的设计目标但在学习路径上，我们将等变

网络作为本章工作的次要竞争者。

动机。尽管从非常不同的理论出发，上述方法在实现效率和表征能力方面表现出一些共同

的问题。对于上述方法一个朴素的技术阐释是 [336]：输入特征图与同一基函数的多个对称性版本

进行卷积以获得多通道特征，其中输入上的失真（比如旋转）将对应于通道之间的循环移位，而

不变特征形成于跨通道的池化。1)实现效率方面，这种并行设计将导致计算规模成倍扩张（取

决于对称性版本的采样率），特别是对于学习表征而言，新增的可学习参数也使得训练的难度增

加。2)表征能力方面，基函数对称性版本的离散采样引起不变性和判别性的棘手权衡：提高采

样率意味着更好的不变性，但高昂计算成本将限制模型的整体规模，进而抑制判别性的提高。

5.1.2 核心结论

本章围绕“稳健和可解释的图像层次表征”课题展开，尝试给出更系统性的研究结果。如

表 5.1总结的，我们的方法可以被考虑为经典不变量 [16]和经典 CNN [21]在稳健性和判别性上两

个极端的有效折衷；与最新的散射网络 [321] 和等变网络 [322] 相比，我们的方法具有更简洁的不

变性结构，其中等变性是连续的、直接的、并且跨层成立，没有复杂的对称性采样、并行结构

和跨通道池化。因此，我们的方法表现出更好的实现效率，并能更灵活的扩大网络规模（更深

或更宽）以增加表征容量，在效率、不变性和判别性的具体实践中实现了良好平衡。

本章工作是对矩和矩不变量研究在理论、实践和应用层面上的扩展。

理论。我们将全局和局部不变量的基本理论统一推广到层次假设，称为层次不变表征（Hi-

erarchical Invariant Representation，HIR）。从层次不变性的理想蓝图出发，我们形式化地描述了

如何以简洁的层次结构生成过完备的不变量，以更好权衡不变性和判别性。注意，HIR在每一

中间层上都表现出连续且直接的平移、旋转和翻转等变性，尽我们所知目前没有竞争算法能实

现这一点。我们还提供了 HIR的一些快速、精确数值实现，这些策略对于任意基函数通用。

实践。我们探索了层次不变性理论的实践灵活性，其涵盖多种具体设计以更好适应给定视

觉任务。我们将该理论被具体化为一类网络，涉及网络拓扑、层和参数的设置原则，特别是设
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计了新颖的频率池化方法以满足解释性、不变性和判别性的共同要求。我们还提供了数据自适

应性策略，基于 HIR的过完备特性，对给定任务更具判别性的特征可以通过类似网络架构搜索

的方式形成。

应用。我们在多个仿真实验和现实应用中验证了 HIR的有效性。针对典型纹理、数字和寄

生虫图像集的分类实验，HIR展现出不同问题规模和几何变体下先进的精度、不变性以及效率。

针对大规模、现实场景的数字取证任务，即对抗性扰动 [340]和人工智能生成内容 [341]（Artifi cial

Intelligence Generated Content，AIGC）取证，HIR的直接应用也展现出深度学习时代有竞争力

的判别性水平。

5.2 预备和基础

完整性起见，我们简要回顾的矩和矩不变量的全局和局部定义以及几何对称性质，涵盖本

章预备和基础的概念、符号和定义（详见 2.2和 4.3节）。

5.2.1 全局和局部表征

一般而言，经典的矩和矩不变量是图像的全局表征，其理论建立于如下定义 [16]：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑉∗
𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (5.1)

其中， 𝑓 为图像函数，𝑉𝑛𝑚为阶数 (𝑛, 𝑚) ∈ Z2的基函数，二者均定义于 𝐷 ∈ R2，∗表示复共轭。

注意，公式（5.1）中 𝑓 和 𝑉𝑛𝑚 的定义域具有相同/类似的位置和尺度，意味着表征信息的全局

性。

考虑图像的稀疏性和几何先验，两个典型的约束经常施加于 𝑉𝑛𝑚的显式定义，即正交性和

旋转不变性，导出如下极坐标形式：

⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩ =
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (𝑟)𝐴∗

𝑚(𝜃) 𝑓 (𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃, (5.2)

其中 𝑉𝑛𝑚(𝑟 cos 𝜃︸ ︷︷ ︸
𝑥

, 𝑟 sin 𝜃︸︷︷︸
𝑦

) ≡ 𝑉𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)被分离为角向基函数 𝐴𝑚(𝜃) = exp( 𝒋𝑚𝜃) ( 𝒋 =
√
−1)和径向基

函数 𝑅𝑛的积，𝑅𝑛需满足加权正交条件
1∫

0
𝑅𝑛 (𝑟)𝑅∗

𝑛′ (𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 1
2𝜋 𝛿𝑛𝑛′。注意，公式（5.2）中基函数

𝑉𝑛𝑚 = 𝑅𝑛𝐴𝑚在 𝐷 上正交，且 ⟨ 𝑓 , 𝑉𝑛𝑚⟩的幅度对 𝑓 的旋转操作不变。

在我们最近的工作中，矩和矩不变量被拓展为图像的局部表征，其理论建立于如下定义 [238]：

〈
𝑓 , 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
=
∬
𝐷

𝑅∗
𝑛 (𝑟 ′)𝐴∗

𝑚(𝜃′) 𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (5.3)
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其中，新的基函数 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 引入了位置参数 (𝑢, 𝑣)和尺度参数 𝑤，可以被理解为全局基函数 𝑉𝑛𝑚的

平移和缩放版本，具有如下坐标变换：


𝑟 ′ = 1

𝑤

√
(𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2

𝜃′ = arctan( 𝑦−𝑣
𝑥−𝑢 )

, (5.4)

其中，定义域是以 (𝑢, 𝑣) 为圆心、𝑤为半径的圆形区域：𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : (𝑥 − 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2 ≤ 𝑤2}。

注意，公式（5.3）允许 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 的定义域建立在与 𝑓 不同的位置和尺度上，意味着表征信息的局

部性。同时，经典定义（5.2）实际上是新定义（5.3）的一个特例，其中 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，𝑤 = 1。

5.2.2 不变性、等变性和协变性

从不变性、等变性和协变性术语和局部表征（5.3）出发，可以验证表征对图像的平移、旋

转、翻转和缩放具有如下结论。

由图像平移可以导出：

〈
𝑓 (𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑢+Δ𝑥 ) (𝑣+Δ𝑦)𝑤

𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)
〉
, (5.5)

其中，(Δ𝑥,Δ𝑦)为平移向量。可见同样的 (Δ𝑥,Δ𝑦)出现在表征参数 (𝑢, 𝑣)中，意味着表征对平移

具有等变性。由于平移等变性的成立，下面关于旋转、翻转和缩放的讨论将只考虑中心对齐的

情况，即设定 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)而不失一般性。

由图像旋转可以导出：

〈
𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
=
〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
𝐴∗
𝑚(−𝜙), (5.6)

其中限制位置参数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，𝜙 为旋转角度，可见同样的 𝜙 出现在表征系数的相位域

中，意味着表征对旋转具有协变性。易知，当取表征系数的幅度时上述协变性将特化为不变性：

|
〈
𝑓 (𝑟, 𝜃 + 𝜙), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
| = |

〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
|。

由图像翻转可以导出：

〈
𝑓 (𝑟,−𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
= (

〈
𝑓 (𝑟, 𝜃), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑟 ′, 𝜃′)

〉
)∗, (5.7)

其中限制位置参数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，𝑓 (𝑟,−𝜃)为纵向翻转版本。可见类似于旋转的协变性，纵向翻

转同样仅影响表征系数的相位。对于其他朝向的翻转，结论是类似的，可由旋转和纵向翻转的

复合导出。易知，当取表征系数的幅度时可以导出旋转和翻转联合不变性。
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由图像缩放可以导出：

〈
𝑓 (𝑠𝑥, 𝑠𝑦), 𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
=
〈
𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑉𝑢𝑣 (𝑤𝑠)𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦)

〉
, (5.8)

其中限制位置参数 (𝑢, 𝑣) = (0, 0)，𝑠为缩放因子，可见同样的 𝑠出现在表征参数 𝑤 中，意味着

表征对缩放具有协变性。

对于 (𝑢, 𝑣) ≠ (0, 0)时的表征性质，可由平移与中心对齐旋转、翻转和缩放的复合导出。因

此，局部表征（5.3）的幅度在 (𝑢, 𝑣) 域中对于任何平移、旋转和翻转具有联合等变性，同时在

𝑤域中对于任何缩放具有协变性。

5.3 层次不变量理论

本节介绍HIR的理论方面。我们首先以不变性视角重新审视 CNN表征的典型模块，给出了

实现层次不变性的形式化蓝图。我们随后定义了新的模块及其级联以满足层次不变性蓝图，同

时提供了表示性质的分析和高效的数值实现。最后，作为本章理论的总结，我们讨论了层次不

变性与现有类似概念之间的批判和发展关系。

5.3.1 层次不变性的蓝图

我们的目标是实现一种类似 CNN的层次表征，其中图像信息能够以几何可控的方式通过

每个中间层，并在最后一层以紧凑的设计生成具有足够信息量的不变特征。本章将这种理想的

表征结构称为层次不变性。

受上述目标启发，接下来我们反思了 CNN的几种典型模块，并形式化了这些模块在层次

不变性中的理想蓝图，如图 5.1所示。

形式化 5.1：层次不变性蓝图。特征图（含输入图像）的集合记为 𝑋 (Ω,H) ≜ {𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘) :

Ω → H}，这里 (𝑖, 𝑗) ∈ Ω为定义域（离散网格），C𝑘 ∈ H为通道（复数值域）；Ω′ 和 H′ 分别标

记 Ω和 H经某种运算后的变体，例如下采样版本；𝔊为一个群建模 Ω上所有感兴趣的对称性。

我们为层次不变性形式化如下模块：

• 卷积层 C : 𝑋 (Ω,H) → 𝑋 (Ω′,H′) 通过卷积运算捕捉局部特征。这里，C的几何设计原则

是对称群𝔊上的协变性，即存在可以预测的 𝔤′使得 C(𝔤𝑀) = 𝔤′C(𝑀)对于任意 𝔤 ∈ 𝔊和

𝑀 ∈ 𝑋 成立，如果 𝔤′ = 𝔤则特化为等变性。

• 非线性层 S : 𝑋 (Ω,H) → 𝑋 (Ω,H′) 在特征中引入非线性以改善判别性，其具有逐元素的

非线性运算 𝜎使得 (S𝑀)(𝑖, 𝑗) = 𝜎(𝑀 (𝑖, 𝑗))，其中卷积层和非线性层的级联 S ◦ C仍然保

持协变性由于 𝜎的逐元素作用。

• 局部池化层 P : 𝑋 (Ω,H) → 𝑋 (Ω′,H) 下采样特征的平面维度以降低运算复杂性，其中
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图 5.1 层次不变性蓝图：图像信息能够以几何可控的方式通过每个中间层，并在最后一层以
紧凑的设计生成具有足够信息量的不变特征。

Ω′ ⊆ Ω。这里，C的几何设计原则是对由 C产生的任意 𝔤′ 的近似等变性，即 P(𝔤′𝑀) ≃

𝔤′P(𝑀)，以允许后续的卷积层 C继续捕捉协变特征，其中级联 P◦S◦C仍然保持协变性。

• 不变层 I : 𝑋 (Ω,H) → 𝑌 获得最终的向量化表征通过某种平面维度上的全局池化。这里，

I的几何设计原则是对称群 𝔊上的不变性，即 I(𝔤𝑀) = I(𝑀) 对于任意 𝔤 ∈ 𝔊和 𝑀 ∈ 𝑋

成立。

从层次不变性蓝图出发，我们可以通过上述模块的有序级联构造 HIR。

5.3.2 层和路径的定义

从 5.2节矩和矩不变量理论中，我们将给出层 C、S、P和 I的定义以满足层次不变性蓝图。

定义 5.1：卷积层。对于定义在 Ω = {1, 2, ..., #𝑖} × {1, 2, ..., # 𝑗}和 H = C#𝑘 上的输入特征图

𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)，卷积层 C被定义为逐通道的局部协变表征，基于公式（5.3）和（5.4）：

C𝑀 ≜
〈
𝑀,𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚

〉
= 𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘) ⊗ (𝐻𝑤

𝑛𝑚(𝑖, 𝑗))𝑇 , (5.9)

其中，⊗为 Ω上的卷积运算，(·)𝑇 为矩阵转置，𝐻𝑤
𝑛𝑚是卷积核具有如下定义：

𝐻𝑤
𝑛𝑚(𝑖, 𝑗) = {ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) : 𝑢, 𝑣 = 𝑤, (𝑖, 𝑗) s.t. 𝐷𝑖 𝑗 ∩ 𝐷 ≠ ∅}, (5.10)

其中，ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 为如下积分值：

ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) =
∬
𝐷𝑖 𝑗∩𝐷

(𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥, 𝑦))∗𝑑𝑥𝑑𝑦, (5.11)

其中，以 (𝑖, 𝑗)为中心的像素区域记为 𝐷𝑖 𝑗 = {(𝑥, 𝑦) ∈ [𝑖 � Δ𝑖
2 , 𝑖 +

Δ𝑖
2 ] × [ 𝑗 � Δ 𝑗

2 , 𝑗 +
Δ 𝑗
2 ]}。

评注: 在定义 5.1中，卷积层C仅由 𝑤和 (𝑛, 𝑚)指定，分别控制C𝑀的表征尺度和表征频率

属性。注意，由公式（5.9）定义的卷积层 C将直接继承 5.2.2节介绍的表征性质（5.5）∼（5.8），

可被视群𝔊上的线性协变层，该群建模了对 Ω上的所有平移、旋转、翻转和缩放对称性。为了

92



南京航空航天大学博士学位论文

方便后续讨论，我们标记 𝔊 = 𝔊1 ×𝔊2，其中 𝔊1 是平移/旋转/翻转对称群，𝔊2 是缩放对称群。

定义 5.2：非线性层。对于定义在 Ω = {1, 2, ..., #𝑖} × {1, 2, ..., # 𝑗}和 H = C#𝑘 上的输入特征

图 𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)，非线性层 S被定义为逐通道的幅度运算：

S𝑀 = 𝜎(𝑀 (𝑖, 𝑗)) ≜ |𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘) |, (5.12)

其中，𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)具有复数值域，上式可被显式的写为
√
(Re𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘))2 + (Im𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘))2。

评注: 基于定义 5.2和 5.2.2节，卷积层和非线性层的级联将满足平移、旋转和翻转联合等

变性，即 S ◦C(𝔤1𝑀) = 𝔤1S ◦C(𝑀)对于任意 𝔤1 ∈ 𝔊1和 𝑀 ∈ 𝑋 成立。因此，由公式（5.12）定义

的非线性层不仅实现了特征的去线性化，而且还将卷积层 C对旋转和翻转产生的协变 𝔤′1 即特

化为更易处理的等变性 𝔤1。此外，级联 S ◦ C保持 C的缩放协变性，由于 S的逐元素运算，即

S ◦ C(𝔤2𝑀) = 𝔤′2S ◦ C(𝑀) 对于任意 𝔤2 ∈ 𝔊2 和 𝑀 ∈ 𝑋 成立。

定义 5.3：局部池化层。对于定义在 Ω = {1, 2, ..., #𝑖} × {1, 2, ..., # 𝑗}和 H = C#𝑘 上的输入特

征图 𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)，局部池化层 P被定义为恒等运算：

P𝑀 = 𝑀. (5.13)

评注: 基于相关研究，网络中的下采样操作将不同程度的损伤等变性，即近似 P(𝔤𝑀) ≃

𝔤P(𝑀)，特别是对于更大的池化尺度和更深的网络深度，导致计算规模和等变性的权衡。由于

HIR是非学习的且具有高效的不变性结构，无需典型 CNN的大规模训练，我们在计算成本可以

接受的情况下直接忽略下采样操作，简单设置 P = id。另外，能更好地平衡计算规模和等变性

的池化设计也可以用于定义 P，详见于 Zhang的工作 [21]。显然，级联 P ◦ S ◦ C具有 S ◦ C相同

的表征性质。

定义 5.4：不变层。对于定义在 Ω = {1, 2, ..., #𝑖} × {1, 2, ..., # 𝑗}和 H = C#𝑘 上的输入特征图

𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)，不变层 I被定义为逐通道的全局不变表征，基于公式（5.1）和（5.2）：

I𝑀 = I({
〈
𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘), 𝑉𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)

〉
}), (5.14)

其中，I是一个特殊的变换将图像矩映射为全局不变量，相对于感兴趣对称群𝔊0 ⊆ 𝔊1 ×𝔊2和

任意 𝑀 ∈ 𝑋。

评注: 在定义 5.4中，我们并未给出具体的 I，以允许接下来讨论的一般性；在 5.4.1节我

们给出 I的具体定义，针对本文考虑的应用场景。注意，基于定义 5.1∼5.3以及 5.2.2节，通过

P ◦S ◦C及其级联得到的 𝑀 将保持原始图像 𝑓 的几何结构（具体的说是平移、旋转和翻转对称

性）。因此，I（相对于深度特征图 𝑀）的设计思路是与全局不变量理论（相对于原始图像 𝑓）
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是非常类似的，具有广泛的潜在设计 [16]。

定义 5.5：路径。基于定义 5.1∼5.4，我们定义 HIR的一个路径为 𝑝 = (𝜆 [1] , 𝜆 [2] , · · · , 𝜆 [𝐿 ])，

其中 𝜆 [𝑧 ] = (𝑛, 𝑚, 𝑤)[𝑧 ] 指定排序为 𝑧的卷积层的参数。沿着路径 𝑝的 HIR，R𝑝，被定义为如下

有序级联运算并具有对应的参数 𝑝 = (𝜆 [1] , 𝜆 [2] , ..., 𝜆 [𝐿 ])：

R𝑝 ≜ I ◦ P[𝐿 ] ◦ S[𝐿 ] ◦ C[𝐿 ] ◦ · · · ◦ P[1] ◦ S[1] ◦ C[1] . (5.15)

评注: 通过定义 5.5，我们实际上将矩和矩不变量的全局表征和局部表征理论进一步统一到

一个层次表征框架中。注意，不变层 I之前的层为表征 R𝑝 提供了几何结构保持的特性。这里，

全局表征（5.15）面向图像级视觉任务，如图像分类；至于像素级视觉任务，如图像分割，我们

可以保留空间维度通过去掉最后的不变层。在下一节，我们将详尽分析定义 5.5的表征性质。

5.3.3 表征性质

在典型 CNN中，图像信息与学得表征的关系是高度非线性的，难以理解或预测。而对于

HIR，我们可以给出如下形式化的结论关于图像与表征的几何对称性关系，意味着良好的解释

性和稳健性。

性质 5.1：平移、旋转和翻转联合等变性。对表征单元 U ≜ P ◦ S ◦C，具有任意的卷积层参

数 𝜆，其任意次级联都满足平移、旋转和翻转联合等变性（忽略边际效应和采样近似），即下列

恒等式：

U[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U[2] ◦ U[1] (𝔤1𝑀) ≡ 𝔤1U[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U[2] ◦ U[1] (𝑀). (5.16)

对于任意级联长度 𝐿 ≥ 1、任意 𝔤1 ∈ 𝔊1和 𝑀 ∈ 𝑋 均成立，其中𝔊1为平移、旋转和翻转对称群。

证明：首先，让我们审视一个表征单元 U在 𝔊1 上的行为：

U(𝔤1𝑀) = P ◦ S ◦ C(𝔤1𝑀)

= P ◦ S ◦ 𝔤′1C(𝑀)

= P ◦ 𝔤1S ◦ C(𝑀)

= 𝔤1P ◦ S ◦ C(𝑀)

= 𝔤1U(𝑀),

(5.17)

其中第二个等号出自卷积层 C对旋转和翻转的协变性（5.6）和（5.7），𝔤′1是一个可预测的操作

作用在 C(𝑀)的相位域；第三个等号出自非线性层 S对协变性 𝔤′1的特化，这里取幅度运算去除

了额外的相位变化，导致单纯的等变性 𝔤1；第四个等号出自局部池化层 P的恒等变换，当采用

下采样的 P时将导致第四个等号变为近似相等。
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这里，U(𝔤1𝑀) = 𝔤1U(𝑀)意味着表征单元 U可视为等变层，相对于任意 𝔤1 ∈ 𝔊1和 𝑀 ∈ 𝑋

成立——换句话说，对于 𝑀 ∈ 𝑋 其上单个 U和 𝔤1 的操作是可交换；并且，标记 𝑀[𝑙 ] ≜ U[𝑙 ] ◦

· · · ◦ U[1] (𝑀) = U[𝑙 ]𝑀[𝑙−1]，有 𝑀[𝑙 ] ∈ 𝑋 对于 𝑙 ∈ {1, 2, · · · , 𝐿}成立。因而，𝔤1 可以和 U的任意

级联交换顺序，意味着性质 5.1的正确性。 □

性质 5.2：缩放协变性。对表征单元 U，我们指定其卷积层的尺度参数为 𝑤 并记为 U𝑤 ≜

P ◦ S ◦ C𝑤，其任意次级联都满足缩放协变性（忽略边际效应和采样近似），即下列恒等式：

U𝑤
[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U𝑤

[2] ◦ U𝑤
[1] (𝔤2𝑀)

≡ 𝔤′2U𝑤
[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U𝑤

[2] ◦ U𝑤
[1] (𝑀)

= 𝔤2U𝑤𝑠
[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U𝑤𝑠

[2] ◦ U𝑤𝑠
[1] (𝑀),

(5.18)

对于任意级联长度 𝐿 ≥ 1、任意 𝔤2 ∈ 𝔊2和 𝑀 ∈ 𝑋 成立，其中 𝔤′2为可预测操作，与 𝔤2相关，可

重写为显式形式 𝔤′2U𝑤 ≜ 𝔤2U𝑤𝑠，𝑠为对应于 𝔤2 的图像缩放因子，𝔊2 为缩放对称群。

证明：首先，让我们审视一个表征单元 U𝑤 在 𝔊2 上的行为：

U𝑤 (𝔤2𝑀) = P ◦ S ◦ C𝑤 (𝔤2𝑀)

= P ◦ S ◦ 𝔤′2C𝑤 (𝑀)

= P ◦ S ◦ 𝔤2C𝑤𝑠 (𝑀)

= P ◦ 𝔤2S ◦ C𝑤𝑠 (𝑀)

= 𝔤2P ◦ S ◦ C𝑤𝑠 (𝑀)

= 𝔤2U𝑤𝑠 (𝑀)

= 𝔤′2U𝑤 (𝑀),

(5.19)

其中第二个等号出自卷积层 C 对缩放的协变性（5.8），𝔤′2 是一个可预测的操作同时作用于

C𝑤 (𝑀) 的 Ω 域（即同样的缩放 𝔤2）和参数 𝑤 域（即因子 𝑠）；第四个和第五个等号分别出

自非线性层 S的逐元素性和局部池化层 P的恒等性。

这里，U𝑤 (𝔤2𝑀) = 𝔤′2U𝑤 (𝑀) 意味着表征单元 U𝑤 可视为协变层，相对于任意 𝔤2 ∈ 𝔊2 和

𝑀 ∈ 𝑋 成立——换句话说，对于 𝑀 ∈ 𝑋 其上单个 U𝑤 和 𝔤2 的操作是可交换，但需改变尺度参

数为 𝑤𝑠；并且有 𝑀[𝑙 ] ∈ 𝑋 对于 𝑙 ∈ {1, 2, · · · , 𝐿}成立。因而，𝔤2 可以和 U𝑤 的任意级联交换顺

序同时改变其尺度参数为 𝑤𝑠，意味着性质 5.2的正确性。 □

性质 5.3：层次不变性。对表征单元U的任意次级联，设计感兴趣对称群𝔊0 ⊆ 𝔊1×𝔊2的全

局不变映射 I在实践中是可行的，由于性质 5.1和 5.2保证的输入图像和深度表征（任意层）之

间可预测的几何对称性关系。更具体的说，基于定义 5.4，我们假设存在 I使得 I(𝔤′0𝑀) = I(𝑀)
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对于任意 𝔤0 ∈ 𝔊0 和 𝑀 ∈ 𝑋 成立，其中 𝔤′ 为相对于 𝔤和 U的可预测操作，即不变性在单层上

成立，则有不变性：

I(𝔤′0𝑀)[𝐿 ] ≡ I𝑀[𝐿 ] , (5.20)

对于任意级联长度 𝐿 ≥ 1成立。

证明：我们可将公式（5.20）重写为：

I(𝔤0𝑀)[𝐿 ] = I ◦ U[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U[2] ◦ U[1] (𝔤0𝑀)

= I(𝔤′0U[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U[2] ◦ U[1] (𝑀))

= I ◦ U[𝐿 ] ◦ · · · ◦ U[2] ◦ U[1] (𝑀)

= I𝑀[𝐿 ] ,

(5.21)

其中第二个等号出自性质 5.1和 5.2的保证，𝔤0 ∈ 𝔊0 ⊆ 𝔊1 ×𝔊2，𝔤′0与 𝔤1和 𝔤′2相关；第三个等

号出自我们的假设，I(𝔤′0𝑀) = I(𝑀) 对于任意 𝔤0 ∈ 𝔊0 和 𝑀 ∈ 𝑋 成立，并且 𝑀[𝑙 ] ∈ 𝑋 对于任意

𝑙 ∈ {1, 2, · · · , 𝐿}成立。 □

5.3.4 快速和精确计算

至此，我们已经形式化了本文的核心成分，即 HIR的定义和性质。在本节，我们将补充介

绍 HIR的数值实现，特别是定义 5.1的快速、精确计算（详见 4.3.3节）。请注意本节的讨论是

非常一般性的，并不对基函数的具体定义进行限制。

定义 5.6：快速计算。让我们考虑引入卷积定理作为定义 5.1的快速计算，使得公式（5.9）

的空间域卷积可以转换为如下频率域乘积形式 [238]：

C𝑀 = F −1(F (𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)) ⊙ F ((𝐻𝑤
𝑛𝑚(𝑖, 𝑗))𝑇 )), (5.22)

其中，F 为傅里叶变换，⊙为逐点乘积。

性质 5.4：复杂性分析。在定义 5.1中，稠密二维卷积（5.9）主导了计算效率。对于定义

在 Ω = {1, 2, · · · , #𝑖} × {1, 2, · · · , # 𝑗} 和 H = C#𝑘 的输入特征图 𝑀 (𝑖, 𝑗 ; 𝑘)，假设需要计算给定频

率 (𝑛, 𝑚) 和通道 𝑘 下的 C𝑀，其具有尺度参数 𝑤 ∈ 𝑆𝑤，记特征图采样数为 #𝑖 𝑗 = #𝑖# 𝑗、尺度采

样数为 #𝑤 = |𝑆𝑤 |。通过定义 5.6和快速傅里叶变换，我们可以以乘法复杂度 O(#𝑤#𝑖 𝑗 log #𝑖 𝑗) 实

现上述计算，与之相对定义 5.1的直接计算需要 O(#𝑤#𝑖 𝑗𝑤max
2)，其中 𝑤max为 𝑆𝑤 中的最大尺度。

注意，去除相同项后上述复杂度中平方级和对数级增长的巨大差异，即当 𝑤max取值足够大使得

𝑤max
2 > log #𝑖 𝑗 时，定义 5.6将表现出更优的效率。
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定义 5.7：精确计算。让我们考虑引入高精度数值积分作为定义 5.1的精确计算，使得公式

（5.11）的二维连续积分可以近似为如下求和形式 [238]：

ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑖, 𝑗) ≃
∑

(𝑎,𝑏) ∈𝑆𝑎𝑏

𝑐𝑎𝑏 (𝑉𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 (𝑥𝑎, 𝑦𝑏))∗
Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 , (5.23)

其中，数值积分采样集合 𝑆𝑎𝑏 编码了积分点 (𝑥𝑎, 𝑦𝑏) ∈ 𝐷𝑖 𝑗 以及相应的积分权重 𝑐𝑎𝑏，它们由特

定的数值积分策略指定。

性质 5.5：精确性分析。在定义 5.1中，复杂函数连续积分（5.11）主导了计算精度。假设

需要计算给定频率 (𝑛, 𝑚) 和位置 (𝑢, 𝑣) 的 ℎ𝑢𝑣𝑤𝑛𝑚 ，记积分采样点数量为 #𝑎𝑏 = |𝑆𝑎𝑏 |。基于定义

5.7的计算表现出 O(( Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 )#𝑎𝑏+1) 的近似误差，与之相对定义 5.1的直接计算（零阶近似）误差

为 O(( Δ𝑖Δ 𝑗
𝑤2 )2)。注意，当一个像素区域内的采样点多于一个时，即 #𝑎𝑏 > 1，定义 5.7将表现出

更优的精度。

5.3.5 与相关工作的对比

作为表 5.1的进一步解释，有必要总结本节并强调与典型相关工作的理论关系。

• 经典不变量。我们的工作推广了这一理论，将其全局和局部理论统一到一个层次不变表

征理论中。更具体的，我们基于局部不变量理论 [238]形式化了层C、S和 P的具体定义（定

义 5.1 ∼ 5.3），特别论证了等变/协变性可以在特定的级联下跨层保持（性质 5.1和 5.2）。

而且，我们还基于全局不变量理论 [16]形式化了层 I的具体定义（定义 5.4），特别是论证

了图像域全局不变性的成功经验可以被直接地用于等变/协变的深度表征域（性质 5.3）。

在我们的层次不变表征框架（定义 5.5）下，经典全局 [16] 和局部 [238] 不变量理论可视为

特例，即 I 𝑓 和 I ◦ S ◦ C 𝑓。

• 经典卷积网络。我们的工作具有类似的深度级联框架，但在几何对称性方面具有更好性

质，能够产生稳健和可解释的图像表征。更具体的，我们在不变量的构造中引入了 CNN

在判别性方面的成功经验 [21]，即深度级联和过完备表征。更重要的是，我们批判性分析

了 CNN的基本模块（形式化 5.1），使得提出层次表征相对于原始图像表现出完全透明的

几何对称性关系（性质 5.1∼5.3），在信任攸关任务中可作为高度非线性的黑盒 CNN的有

效替代。

• 散射网络。我们的工作在实现旋转不变性方面更加紧凑。作为主要竞争者，散射网络在

设计上同样基于显式变换（小波）的深度级联 [321]，因而概念上与本章工作相类似。然而，

从小波基构造旋转不变性是复杂的，需要多朝向小波的并行卷积和跨通道池化，提高朝

向采样将导致复杂度将指数级提高。而我们的方法受益于经典不变量理论，旋转等变性

是连续（任意朝向）且直接（无需池化）的（性质 5.1），具有更优的效率并容易扩大网
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图 5.2 具有 𝔊1 不变性的单尺度实践：树状网络编码了一组 HIR路径，其中蓝色和黑色节点
分别表示表征单元（具有不同参数）和恒等函数，连线表示节点之间的级联关系。

络规模以改善表征容量。

• 等变网络。我们的工作是非学习的，同时在实现连续和联合不变性方面更紧凑。作为次

要竞争者，等变网络在设计上同样由群论保障 [322]，因而概念上与本章工作相类似。然而，

等变网络中的卷积层是学得的，导致不同程度的数据依赖。特别是其具有和散射网络类

似的并行结构，导致指数级复杂性和优化困难。尽管等变网络是一种非常广义的设计，但

就连续和联合不变表征（性质 5.1∼5.3）而言，提出方法具有更优的效率并容易扩大网络

规模以改善表征容量。

5.4 层次不变性实践

本节介绍 HIR的实践方面。我们首先将上述理论具体化为网络架构，涉及网络拓扑、层和

参数的设置细节。我们还讨论了如何赋予上述框架以数据自适应性，通过特征/架构选择或级联

学习模块。注意本节内容仅作为层次不变性的一个可行的实践，基于第 5.5节应用的一般建模，

面向其他应用的层次不变性实践是开放性。

5.4.1 网络架构

基于性质 5.1 ∼ 5.3，我们面向感兴趣对称群𝔊0 = 𝔊1 ×𝔊2提出层次不变性的一个具体实践

架构，其具有树状的拓扑结构并可拓展到多尺度上。

单尺度网络。让我们首先介绍单个尺度上的拓扑结构，即所有涉及的卷积层具有共同的尺

度参数 𝑤，其表现出 𝔊1 上的不变性（性质 5.1 和 5.2）。如图 5.2 所示，我们将路径的集合组

织为树状的网络结构：1)蓝色节点对应表征单元 U具有不同参数 (𝑛, 𝑚)，黑色节点对应恒等变

换；2)线表示表征单元之间的级联关系，在路径中排序 𝑙相同的全部节点被绘制在同一级 𝑙，执

行顺序为从上到下。注意，每个节点对应的特征图将输入不变层 I以形成该路径下的不变表征，

该网络整体的表征即所有路径表征的集合。这里，前序节点对应的阶数参数总是小于后续节点

（基于特定的范数），因此任一路径均表现出阶数上升的趋势。这一设计是使得图像的主要信息
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图 5.3 具有 𝔊0 不变性的多尺度实践：多尺度 HIR网络基于尺度分离先验，其中缩放协变性
转变为多尺度网络之间的线性平移模式，可通过从多尺度上对应节点的特征池化得到缩放不变

表征。

通过早期节点，以允许后续节点捕捉丰富特征。另外，恒等变换（黑色节点）也被引入网络，作

为一种跳跃连接技巧，允许更多图像信息传递至深层。在本文中，处于同一级 𝑙 的所有表征单

元的阶数参数分别取自集合 {(𝑛, 𝑚) : 𝑛 + 𝑚 = 𝑙, (𝑛, 𝑚) ∈ N2}，即这些参数具有共同的 ℓ1 范数。

多尺度网络。接下来，让我们考虑上述网络的多尺度版本，引入尺度分离先验，将不变性拓

展到对称群到𝔊0（性质 5.3）。如图 5.3所示，多个如前所述的单尺度网络被引入：1)它们具有完全

相同的树状结构和节点阶数参数，但每个网络的尺度参数不同，采样自集合 {𝑤 : 𝑤 = 2𝑡 , 𝑡 ∈ Z}，

即将缩放因子的指数增长模式（关于 𝑤）转化为尺度间的线性平移模式（关于 𝑡）。直接地，上

述网络所形成的表征集合即可视为图像的多尺度表征（具有𝔊1不变性），可用于具有多尺度结

构的视觉任务。进一步地，鉴于性质 5.3的协变关系，我们可以形成缩放不变表征（具有𝔊0不

变性），通过一系列多尺度对应节点上的特征图池化。注意，在实践中我们无法对尺度进行完全

和稠密的采样，因而上述缩放不变性是受限的。

径向基函数。在定义 3.3 和 3.4 中，我们已经介绍了两类广义的径向基函数，分别基于谐

波函数家族和多项式函数家族。二者可以被用于定义（5.2）中的 𝑅𝑛，均满足 5.2.1节提及的正

交条件。为了简洁并凸显方法的有效性，一组简单的余弦函数被选为径向基函数用于全部实验，

即 PCT [57]的 HIR扩展版本。

不变层。图像域全局不变量的一系列策略 [16,32]均可被用于定义（5.14）中的 I，基于深度

特征图的等变和协变行为（性质 5.1 ∼ 5.3）。为了简洁并提供取证应用的解释性，我们设计了基

于频率池化的全局不变量并用于全部实验。

对于公式（5.14），我们首先令傅里叶基作为 𝑉𝑛𝑚(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)。注意傅里叶变换在信号处理社区

已经被充分地研究，可视为良好的解释基础。随后，基于傅里叶变换的阶数/频率采样 (𝑛, 𝑚) ∈
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[−𝐾, 𝐾]2，我们定义 I 为极坐标的频带积分：

I({⟨𝑀,𝑉𝑛𝑚⟩}) ≜ {𝐼𝑖 =
∑

(𝑛,𝑚) ∈B𝑖

{| ⟨𝑀,𝑉𝑛𝑚⟩ |} : 𝑖 = 1, 2, · · · , #𝐵}, (5.24)

其中，B𝑖 = {(𝑛, 𝑚) :
√

2𝐾𝑖 − 1/#𝐵 | ≤ | | (𝑛, 𝑚) | |2 ≤
√

2𝐾𝑖/#𝐵}为 𝑙2 范数下的第 𝑖 频带，具有频带

数量 #𝐵。

由此，我们可以声明由上述频带积分导出的特征 {𝐼𝑖 : 𝑖 = 1, 2, ..., #𝐵} 直接满足 𝔊1 不变性，

鉴于性质 5.1以及傅里叶变换的平移、旋转和翻转性质。至于缩放，I 兼容单尺度和多尺度网

络：对于前者，提供一定程度的鲁棒性对于𝔊2，以频带宽度为上限，鉴于性质 5.2以及傅里叶

变换的缩放性质；对于后者，缩放协变性已在输入 I之前得到消解，因此将满足联合不变性对

于 𝔊0 = 𝔊1 ×𝔊2 。

注意，常用的平均池化事实上是公式（5.24）的特例，其中 𝐾 = 0和 #𝐵 = 1。因此上述频带

积分 I 可被视为一种推广的全局池化操作，以兼顾可解释性、不变性和判别性的共同要求。

5.4.2 数据自适应性

鉴于 HIR的手工设计性质，其固定特征集合对于输入数据的分布不具有自适应性。面向更

大规模视觉任务，我们提出以下策略赋予其数据自适应性，以达到学习表征类似的判别性水平。

注意，相比于典型（即完备或欠完备）的不变量，提出表征由于其局部和层次结构而表现出高

度的过完备性，这是以下数据自适应策略的基础。

特征/架构选择。对于给定任务的判别性特征可以以选择的方式形成，受网络架构搜索 [342]

（Neural Architecture Search，NAS）启发。首先，我们可以构造涵盖一个大规模（深和宽）的树

状网络，涵盖广泛路径集合和参数取值，类似 NAS中超网 [343]的概念。随后，基于给定任务下

的训练数据集，我们可以执行特征集合和标签的相关性分析排序判别特征（以及相应的路径），

类似 NAS中的架构采样和评价阶段 [343]。基于此，在应用环节，我们可以对上述初始网络进行

大幅度的简化使得路径主要覆盖该任务下的判别特征而非无关特征，允许高效、可解释且任务

判别的不变表征。

级联学习模块。对于给定任务的判别性特征也可以以级联学习模块的方式形成，受混合表

征学习 [324]（Hybrid Representation Learning，HRL）启发。这里，我们的主要思想是将学习的CNN

的浅层用固定的层次不变表征代替，允许判别性特征形成于一个具有几何对称性的空间。根据

相关论证 [324]，该策略能够在大规模分类基准上实现与典型 CNN匹敌的判别性水平，同时表现

出明显更好的训练紧凑性。在本文的全部实验和应用中，我们仍然采用朴素的特征/架构选择策

略以强调 HIR本身的能力，同时还考虑到级联的学习 CNN对不变性和解释性存在不同程度的

削弱。
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(a) 纹理图像集

(b) 数码图像集

(c) 寄生虫显微图像集

图 5.4 计算机视觉和模式识别实验中的图像集示例。

5.5 实验和应用

本节将全面地评估 HIR的判别性、稳健性和效率，分别涵盖 5.5.1节的仿真实验和 5.5.2节

的现实应用。在这里，主要目的是检验前文理论承诺的性质，并确定其在深度学习时代的判别

能力。

5.5.1 计算机视觉和模式识别

仿真实验方面，我们在典型的纹理、数字和寄生虫图像集上分别进行了 HIR 的分类实验，

以基准评估其表征能力。注意，这一系列实验从不同问题规模和几何变体的下全面考察了前文

理论承诺的性质，并提供了与多种手工和深度的图像表征方法的对比。

这些实验中，HIR均基于第 5.4节的实践策略，基于单尺度网络，尺度参数 𝑤 = 10，级联

层数 𝐿 = 6；不变层（5.24）被设置为特化的平均池化：𝐾 = 0和 #𝐵 = 1，以便与基于平均池化

的深度表征进行公平对比。注意，这部分实验并未采用 5.4.2节的数据自适应策略，以直接反映

表征原始的判别能力。特征均输入一个经典的 PCA分类器，该分类器使用训练集的特征集合训

练。这里，除非另有说明，训练集和测试集在原始图像库上分别按 80%和 20%比例随机采样

形成，无任何交叉。

对比方法包括：

• 经典完备表征：离散余弦变换（Cosine）作为全局表征；

• 经典过完备表征：离散小波变换 [344]（Wavelet）和克拉夫丘克矩 [41]（Krawtchouk）作为局

部表征，具有不同的时频分辨率；

• 先进过完备表征：1)经典 CNN，包括直接学习 CNN（SimpleNet），迁移学习 AlexNet [345]

和 VGG16[346]，同时涉及数据增广训练技巧（“+”标记）；2)不变 CNN，即散射网络 [321]
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表 5.2 小规模纹理基准上不同表征方法的分类分数（%）和运行时间（秒）。

表征方法
时间
GPU†

直接测试 随机朝向和翻转变体测试
Precision Recall F1 Precision Recall F1

经典表征

Cosine 5 70.74 67.50 66.85 69.65 66.25 65.30
Wavelet 6 69.43 64.38 64.68 62.34 58.13 57.82

Krawtchouk 5 70.67 67.50 66.30 64.41 60.00 59.55

学习表征

SimpleNet 52† 70.33 67.50 67.09 54.63 43.13 41.31
SimpleNet+ 52† 46.93 49.38 46.06 47.18 48.13 44.93
AlexNet 42† 98.82 98.75 98.75 91.69 91.25 91.28
AlexNet+ 41† 87.61 84.38 84.05 88.37 85.63 85.76
VGGNet 266† 99.41 99.38 99.37 92.18 91.25 91.37
VGGNet+ 609† 91.34 90.00 89.81 92.15 91.25 91.08

不变表征

ScatterNet 42 98.89 98.75 98.75 84.98 83.13 83.08
HIR 27 96.98 96.88 96.87 96.32 96.25 96.23

（ScatterNet）和我们的 HIR。总体而言，它们均可视为一类层次不变表征，但具有不同的

不变性水平，其中典型的 CNN仅对平移具有不变性。

5.5.1.1 纹理

如图 5.4所示，该实验在 KTH-TIPS1数据集上进行，这是一个经典的纹理图像分类基准。该

数据集共有 10个类别，每个类别包含 81个实例，总大小为 10 × 81 = 810，因此属于小规模视

觉问题。

如表 5.2 所示，我们列出了各类表征在该基准上的三种性能分数，以及时间耗用，即手

工表征的 CPU 特征时间和学习表征的 GPU 训练时间。注意实验协议还考虑了随机朝向（即

{0, 90, 180, 270}度旋转）或翻转（即 𝑥或 𝑦轴向翻转）的变体测试。可以观察到：

• 经典的完备或过完备表征未能实现令人满意的判别性水平，即使在这样小规模问题的直

接测试协议下。

• 相反，学习 CNN家族整体上实现了显著更高的精度水平由于其高度过完备性和数据自适

应性，特别是基于大规模训练和迁移学习的 AlexNet和 VGGNet；而在其中，SimpleNet

的性能相对较差，这体现出学习表征对于网络规模以及训练方式的高度依赖性。在变体

测试协议下，基于直接训练的 CNN家族表现出明显的性能下降，表明其学得表征对于纹

理的自然几何变化缺乏内在的不变性。在引入基于朝向和翻转的数据增广训练后，CNN

表征的分类分数更加稳定，但似乎以判别性为代价。这一现象的主要原因是过少的训练

1https://www.csc.kth.se/cvap/databases/kth-tips/index.html
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表 5.3 中等规模数码基准上不同表征方法的分类分数（%）和运行时间（秒）。

表征方法
时间
GPU†

直接测试 随机平移和旋转变体测试
Precision Recall F1 Precision Recall F1

经典表征

Cosine 15 45.68 45.35 45.43 32.50 31.20 30.83
Wavelet 16 67.11 66.75 66.75 38.31 35.25 35.44

Krawtchouk 15 71.73 69.85 69.69 27.05 26.30 25.83

学习表征

SimpleNet 535† 98.60 98.60 98.60 35.42 33.50 33.72
SimpleNet+ 551† 52.70 48.90 48.82 54.26 50.75 50.78
AlexNet 393† 100 100 100 66.18 64.45 64.27
AlexNet+ 392† 93.07 92.00 91.80 94.23 93.10 92.93
VGGNet 3610† 100 100 100 70.74 70.25 69.93
VGGNet+ 7731† 95.98 95.70 95.68 95.53 95.20 95.13

不变表征

ScatterNet 115 98.96 98.95 98.95 57.20 56.95 56.23
HIR 57 97.48 97.45 97.45 95.05 94.95 94.98

数据量。此外，上述学习 CNN家族计算资源的耗用相当可观对于此小规模问题，并且观

察到其性能对训练过程的不稳定性。

• 相比之下，散射网络在无需训练和增广的情况下提供了相对良好的判别性和稳健性水平，

表明其将经典小波拓展至深度过完备表征的成功性。特别是相对于表中原始小波的判别

能力。

• 我们的研究进一步扩大了这种范式的成功。所提出的 HIR实现了与学习 CNN家族类似

的判别水平，同时相比于散射网络在变体测试中表现出更优的稳健性能。注意，这种优

势建立于我们的更紧凑和高效的表征框架，表现出更低的计算时间相比于上述两类工作。

5.5.1.2 数码

如图 5.4所示，该实验在数码图像数据集1上进行，这是一个类似于 MNIST的基准。该数

据集共有“0”到“9”的 10个类别，每个类别包含 1000个实例，模拟了非常丰富的字体差异

和几何变化，总规模是 10 × 1000 = 10000，因此属于中等规模视觉问题。

如表 5.3所示，我们列出了各类表征在该基准上的三种性能分数以及时间耗用。注意实验

协议还考虑了随机平移（即 −2 ∼ 2像素的轴向平移）或随机旋转（即 0 ∼ 360角度旋转）的变

体测试。可以观察到：

• 随着问题规模的扩大，完备的 Cosine 表现出明显的性能下降，而过完备的 Wavelet 和

Krawtchouk更稳定，说明过完备性对于判别水平非常重要。在稳健性方面，此类经典表

1https://ww2.mathworks.cn/help/deeplearning/ug/data-sets-for-deep-learning.html
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表 5.4 大规模寄生虫显微基准上不同表征方法的分类分数（%）和运行时间（秒，对应 8/2）。

表征方法
时间
GPU†

训练/测试 = 8/2 训练/测试 = 1/9
Precision Recall F1 Precision Recall F1

经典表征

Cosine 37 36.19 32.60 29.85 49.40 41.97 43.80
Wavelet 39 41.68 45.20 41.79 53.69 47.97 49.27

Krawtchouk 42 66.56 69.49 67.21 71.60 57.88 61.10

学习表征

SimpleNet 2244† 90.15 89.25 89.65 84.51 76.14 78.84
AlexNet 1796† 98.87 98.40 98.63 95.92 94.69 95.27
VGGNet 9184† 99.24 98.97 99.11 97.95 97.37 97.65

不变表征

ScatterNet 1277 68.41 69.71 67.55 72.52 63.30 65.70
HIR 823 88.73 92.18 90.10 91.26 88.76 89.85

征对随机平移和旋转的变体测试均无法实现稳定的分类分数，这也从侧面反映该实验协

议的挑战性。

• 整体上，学习 CNN家族的性能表现仍然符合 5.5.1.1节的分析，进一步证实了其对训练的

高度依赖性和对几何变体的不稳定性。在引入基于平移和旋转的数据增广训练后，CNN

表征的稳健性明显增强。然而理论上，获得的不变性不受保障对于未见数据分布（即便

是未见参数的同类变体）。特别应注意其计算规模的快速扩张，VGGNet的迁移学习甚至

需要约 2个小时的 GPU时间。

• 随着问题规模的扩大，非学习的散射网络依然提供了良好的判别性水平，进一步验证了该

策略的成功性。然而，其对于平移和旋转变体的分数偏低（甚至低于未增广的学习 CNN），

未能实现其预期的稳健性。

• 在中等规模问题中，我们的HIR在内在稳健性和紧凑性的约束下仍然实现了学习CNN的

判别性水平，因而显著优于直接竞争者散射网络。这里有一个值得注意的实验现象，HIR

是唯一在直接训练中表现出对类别“6”到“9”混淆的方法，同时对其他类实现了 ∼100%

的分类分数，证实了理论预期的旋转不变性和高度判别性。

5.5.1.3 寄生虫

如图 5.4所示，该实验在显微图像数据集1上进行，这是一个用于寄生虫图像分类的典型基

准。该数据集共有 6个寄生虫类和 2个宿主类，每类实例数量各异，在成像、背景、形态和几

何层面表现出真实的多样性，总规模是 34298，因此属于现实世界的大规模视觉问题。

如表 5.4所示，我们列出了各类表征在该基准上的三种性能分数以及时间耗用。注意实验

1https://data.mendeley.com/datasets/38jtn4nzs6/3

104



南京航空航天大学博士学位论文

协议还考虑了不同的训练-测试比例以分析训练数据依赖性以及样本效率。可以观察到：

• 在此大规模问题中，经典表征的分类分数进一步下降，表明浅层手工表征严重受限的判

别性水平。另一方面，当训练样本的减少时，它们的性能对于相对稳定，甚至在小样本

的 1/9情况表现更好，表明其在样本效率上的优势。

• 在学习 CNN 家族中，基于直接训练的 SimpleNet 表现出明显的数据依赖性。具体而言，

其在 8/2情况下实现 ∼90%的分数水平（与 HIR类似），而在 1/9情况下分数水平下降明

显（低于 HIR）。相比之下，AlexNet和 VGGNet实现了最优的判别性和稳定性水平，表

明迁移策略有效继承了 ImageNet上的预训练先验。另一方面，大规模预训练和迁移计算

的成本仍是相当可观的，并且对于给定数据域不具有受保障的稳健性和迁移性。

• 尽管优于原始小波，散射网络未能提供与学习 CNN类似的判别性水平，这显然限制了该

类稳健和可解释表征在更大规模任务上的应用。这里，一系列手工表征在更大规模判别

性方面的普遍失效，可视为本章动机的重要证据。

• 在大规模问题中，我们的 HIR实现了与 SimpleNet类似的判别性，并且显著优于直接竞

争者散射网络。同时，HIR对于训练数据的减少并不敏感，在训练数据依赖性以及样本

效率方面优于学习 CNN。注意，HIR固定特征的判别性水平仍低于基于大规模预训练的

迁移学习策略。因此在接下来的现实应用中，我们将基于 5.4.2节的策略赋予数据自适应

性。

5.5.2 数字取证和篡改检测

现实应用方面，我们将 HIR应用于大规模的数字取证任务，即对抗性扰动和 AIGC的检测，

以直接检验其在稳健和可解释的现实任务中的有效性。注意这一“即插即用”策略不仅与同类

表征进行对比，还将与目前的一系列取证解决方案（包括精心设计的深度取证）直接竞争。

这些应用中，HIR均基于第 5.4节的实践策略，基于单尺度网络，尺度参数 𝑤 = 10，级联

层数 𝐿 = 7；不变层（5.24）被设置为 𝐾 = #𝑖 𝑗/2和 #𝐵 = 30，为了提升对数字一致性缺陷的判别

性。注意，这里采用 5.4.2节的特征/架构选择策略，分别为 AIGC和对抗性扰动保留任务最相

关的前 500和 1000维特征，提高对现实应用的数据自适应性和判别性。得到的特征均输入经典

的 NN或 SVM分类器以评估特征对分类器的敏感性，两个分类器使用训练集的特征集合训练。

这里，除非另有说明，训练集和测试集在原始图像库上分别按 50%和 50%比例随机采样形成，

无任何交叉。

对比方法包括：

• 沿用 5.5.1节的表征策略用于直接检测；

• 更多深度表征里程碑用于直接检测，包括 GoogLeNet [232]、ResNet [233]、DenseNet [347]、In-

ceptionNet [348]和MobileNet [349]；
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(a) 对抗性扰动图像集

(b) 人工智能生成内容图像集

图 5.5 数字取证和篡改检测应用中的图像集示例。

 

图 5.6 对抗性扰动 UP基准上不同取证方法的取证分数（F1，%）对比。

• 为对抗性扰动取证专门设计的 arXiv’17[350]、ICLR’18[351]、TDSC’18[352]、IJCV’19[353]、CVPR’19[354]、

TDSC’20[355]和 arXiv’23[356]；

• 为 AIGC取证专门设计的 ECCV’20[357]、CVPR’20a[358]和 CVPR’20b[359]。

5.5.2.1 对抗性扰动

如图 5.5所示，6种对抗性扰动，即 BIM[360]、CW[361]、Damage[362]、FGSM[363]、PGD[364]和

UP[365]，被分别施加于图像分类经典基准 ImageNet1，由此形成了 6个基准，每个基准包含 5000

张干净图像和 5000张相应的扰动版本。鉴于对抗性扰动本身的丰富变化，以及基础的 ImageNet

的高度多样性，该问题表现出现实世界级别的判别性挑战。

在图 5.6中，我们首先在基础且实际的 UP基准上提供了与对抗性扰动取证现有方案的对

比。尽管具有固定的扰动模式，但仍有很多竞争方法无法实现良好的取证分数。这些方法通常

基于非完备的表征，因而无法全面地捕捉扰动模式。而基于过完备表征的 arXiv’23以及提出的

HIR均实现了 >90%的取证分数，进一步揭示了表征在取证任务的基础性地位。接下来，我们

将在表征层面全面地对比相关竞争策略。

1https://www.image-net.org/
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表 5.5 不同表征方法在多种对抗性扰动基准上的取证分数（F1, %）。

表征方法 BIM CW DAmage FGSM PGD UP 平均分数 最差分数

经典表征

Cosine NN 34.63 33.19 90.78 39.80 34.69 2.22 39.22 2.22
Cosine SVM 79.57 83.34 97.26 78.24 79.22 96.68 85.72 78.24
Wavelet NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Wavelet SVM 72.83 82.09 97.77 78.21 71.80 95.87 83.10 71.80

Krawtchouk NN 66.43 66.49 90.86 66.43 66.44 0.00 59.44 0.00
Krawtchouk SVM 0.00 55.87 0.00 56.44 0.00 70.37 30.45 0.00

学习表征

SimpleNet 4.24 3.24 92.13 49.89 33.13 99.86 47.08 3.24
AlexNet 90.20 72.72 96.63 94.61 90.91 98.45 90.59 72.72
VGGNet 96.04 62.50 99.08 98.12 96.99 99.15 91.98 62.50

GoogLeNet 90.29 80.04 97.09 95.29 89.94 98.75 91.90 80.04
ResNet 90.22 75.59 97.35 94.66 90.17 98.40 91.07 75.59

DenseNet 98.93 90.19 99.34 99.23 98.85 99.76 97.72 90.19
InceptionNet 98.70 85.14 97.38 97.32 98.66 99.41 96.10 85.14
MobileNet 92.51 82.67 97.37 96.81 92.10 98.19 93.27 82.67

不变表征

ScatterNet NN 81.30 70.23 95.27 91.17 82.65 94.64 85.88 70.23
ScatterNet SVM 84.40 69.49 96.77 90.57 83.86 95.12 86.70 69.49

HIR NN 89.66 84.92 98.89 93.26 90.08 97.78 92.43 84.92
HIR SVM 92.30 89.10 99.30 95.96 91.60 98.93 94.53 89.10

在表 5.5中，我们分别在 6种扰动基准上训练并测试表征方法，给出了相应的 F1分数以及

平均得分和最差得分的统计数据。该协议相比于固定扰动的取证表现出更丰富的类内变化。可

以观察到：

• 自然数据和扰动版本的频率差异被证明是一种富有成效的取证线索。在此大规模问题上

经典频域和时频域表征实现了高于一般预期的取证精度。然而，这些特征表现出严重的

分类器依赖性，可能是因为在特征空间中受限的可分离性，导致必须诉诸复杂分类策略。

• 在学习 CNN家族中，除直接训练的 SimpleNet外，其他大规模的网络均表现出 >90%的

平均取证分数，特别是 DenseNet和 InceptionNet。这说明迁移学习策略善于在数据充足

且训练-测试高度对齐的情况下捕捉判别性特征。从攻击的角度看，CW上的取证更具挑

战性，主导了最差分数，由于其多变且微弱的扰动模式。

• 与原始小波相比，散射网络实现了相近的取证分数，但分类器稳定性明显更优。这说明特

征分离性方面的改善。然而，散射网络平均取证分数未达到 90%，未能提供与学习 CNN

类似的判别性水平。

• 我们的 HIR对分类器的变化非常稳健，在此基础上实现了学习 CNN的判别性水平，即

与 MobileNet类似，略低于 DenseNet和 InceptionNet，且显著优于直接竞争者散射网络。
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表 5.6 不同表征方法在对抗性扰动实际（混合）基准上的取证分数（%）。

表征方法
训练/测试 = 5/5 训练/测试 = 1/9

Precision Recall F1 Precision Recall F1

经典表征

Cosine NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Cosine SVM 79.08 73.33 76.10 81.13 68.79 74.45
Wavelet NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Wavelet SVM 77.53 66.95 71.85 76.05 61.13 67.78

Krawtchouk NN 50.53 15.22 23.40 50.00 15.10 23.20
Krawtchouk SVM 50.03 65.34 56.67 49.75 48.77 49.26

学习表征

SimpleNet 47.31 48.11 47.71 50.59 63.63 56.36
AlexNet 81.46 87.35 84.30 72.24 61.36 66.35
VGGNet 81.41 90.04 85.51 78.83 75.35 77.05

GoogLeNet 82.74 85.46 84.08 63.35 57.74 60.42
ResNet 80.93 84.70 82.77 68.48 66.64 67.55

DenseNet 87.92 93.25 90.51 82.07 83.96 83.00
InceptionNet 84.60 90.92 87.65 69.58 70.77 70.17
MobileNet 83.07 88.07 85.50 68.73 69.50 69.11

不变表征

ScatterNet NN 69.85 68.94 69.39 74.93 77.31 76.10
ScatterNet SVM 75.70 72.07 73.84 76.42 78.63 77.51

HIR NN 81.27 80.68 80.98 79.09 82.17 80.60
HIR SVM 86.20 86.06 86.13 83.42 83.29 83.35

因此，HIR可视为稳健性、解释性、判别性综合性能更好的表征策略，特别其效率优势

将在下面的挑战性实验协议中得到进一步突显。

在表 5.6中，我们以 6种对抗性扰动混合的形式训练并测试表征方法，给出了两种训练-测

试比例下的三种取证分数。注意，该实验协议更具挑战性由于更复杂的类内变化，并且更加符

合真实世界取证场景。可以观察到：

• 经典表征对于不同分类器仍表现出严重的性能波动，与之前的观察一致。我们还注意到

相比于表 5.5的情况，这些手工策略性能有所下降，由于该混合协议导致的判别性挑战。

另一方面，它们的表现相对于训练样本减少非常稳定，进一步验证了手工表征在效率方

面的固有优势。

• 随着进入混合基准，学习 CNN 家族产生了一致且较大的性能下降，特别是对于小样本

的 1/9情况。该现象是学习表征（即使基于迁移策略）数据依赖性的直接证据。实际上，

对抗性扰动的真实世界取证情况往往是攻击类型多样且部分攻击的训练样本偏少。因而，

数据依赖的学习取证算法在实践中常表现出耗时的（重）训练，同时对代表性不足的扰

动模式难以保证其基本功能。
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图 5.7 人工智能生成内容 SD 1.5基准上不同取证方法的取证分数（F1，%）对比。

• 散射网络基本继承了表 5.5 中的判别性水平和分类器稳定性。值得一提的是其在小样本

的 1/9情况的分数优于大部分经典和学习表征，反映其在判别性和样本效率方面的综合

性能较优。

• 在这个挑战性的实验协议中，我们手工的 HIR依然实现了与学习 CNN类似的判别性水

平，并优于散射网络。更重要的是，HIR对训练样本的依赖性明显低于学习 CNN，意味

着在实践中可以更好应对代表性不足的扰动模式。在接下来更大规模的 AIGC取证任务

中，HIR在稳健性、解释性、判别性和效率方面的综合性能优势相比于学习 CNN将进一

步突显。

5.5.2.2 人工智能生成内容

如图 5.5所示，8种 AIGC方法，即 ADM [366]、BGAN [367]、GLIDE [368]、Midjourney1、SD

1.4 [369]、SD 1.5 [369]、VQDM [370]和Wukong2，被分别用于生成与 ImageNet内容类似的图像，由

此形成了 8个基准，每个基准包含 6000张真实图像和 6000张合成图像。鉴于生成内容和自然

内容自身高度的多样性，且二者的差异是非常多变的，该问题表现出更高水平的判别性挑战。

在图 5.7中，我们首先提供了与先进 AIGC取证解决方案的对比，在基础的 SD1.5基准上。

可以看到这些基于深度网络和特征增强的方法均实现了良好的取证精度。这说明对典型的学习

表征网络而言，数据充足且训练-测试高度对齐的取证场景不构成挑战。这里，手工的 HIR也实

现了 ∼100%的取证分数，说明在此场景下表现出类似的判别能力。接下来，我们将主要在表征

层面全面地对比相关竞争策略，也提供了一些 AIGC取证先进解决方案的分数作为参考。

在表 5.7中，我们分别在 8种 AIGC基准上训练并测试竞争表征，给出了相应的 F1分数以

及平均得分和最差得分的统计数据。同时在表 5.8中，我们还考虑了测试集的随机朝向/翻转版

本，以反映最基础的几何稳健性需求。可以观察到：

• 人工智能生成数据的频率线索仍然十分有效。基于 SVM 分类器的经典表征实现了一致

较好的取证精度和几何稳健性，说明包括扩散模型在内的先进生成器仍表现出某种固定

的频率瑕疵。另一方面，这些手工特征对分类器敏感，与 5.5.2.1节的观察相同。

1https://www.midjourney.com/home
2https://xihe.mindspore.cn/modelzoo/wukong
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表 5.7 不同表征方法在多种 AIGC基准上的取证分数（F1, %）。

表征方法 ADM BGAN GLIDE Midjourney SD1.4 SD1.5 VQDM Wukong 平均分数 最差分数

经典表征

Cosine NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 65.09 0.00 0.00 8.14 0.00
Cosine SVM 99.19 99.95 99.57 89.02 99.10 98.80 99.46 99.11 98.03 89.02
Wavelet NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 2.08 0.00 0.00 0.26 0.00
Wavelet SVM 99.98 99.70 99.87 85.55 98.63 99.04 99.97 99.38 97.76 85.55

Krawtchouk NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Krawtchouk SVM 99.75 99.60 98.49 62.44 74.11 77.98 93.63 76.00 85.25 62.44

学习表征

SimpleNet 98.25 97.87 92.98 68.00 73.52 74.37 74.88 76.32 82.02 68.00
AlexNet 94.45 98.99 98.26 81.52 87.96 88.66 84.24 88.62 90.34 81.52
VGGNet 99.40 99.38 98.57 86.44 89.97 91.86 93.60 90.09 93.66 86.44

GoogLeNet 80.30 99.18 98.16 75.00 82.77 82.44 86.75 82.32 85.87 75.00
ResNet 98.78 99.14 97.78 87.41 89.88 90.85 88.53 88.80 92.65 87.41

DenseNet 99.63 99.60 98.57 93.08 93.79 94.50 95.01 92.55 95.84 92.55
InceptionNet 97.69 99.41 98.32 90.07 89.40 92.55 92.72 88.35 93.56 88.35
MobileNet 90.08 99.28 97.95 87.49 88.51 90.75 87.74 88.29 91.26 87.49

不变表征

ScatterNet NN 99.10 99.63 98.44 79.47 89.26 89.95 96.71 89.07 92.70 79.47
ScatterNet SVM 99.18 99.67 99.05 85.21 95.85 95.58 97.02 94.60 95.77 85.21

HIR NN 99.92 99.97 99.83 92.63 98.57 98.97 99.92 98.58 98.55 92.63
HIR SVM 99.90 99.92 99.78 92.18 99.07 99.26 99.87 99.42 98.68 92.18

• 除 SimpleNet和 GoogLeNet外的学习表征实现了 >90%的平均取证分数。进一步证实学

习 CNN家族在训练充足且高度对齐场景中具有良好的判别性。然而在表 5.8的稳健性测

试中，这些方法均表现出不同程度的性能劣化（在平均和最差统计层面）。可见即使自然

且微小的数据分布偏移（例如翻转）也可能强烈干扰学习表征的取证能力。更糟糕的是

这种干扰是高度黑盒且难以预测的，一个例子是 ADM上的性能波动明显高于其他。

• 散射网络在这里具有与学习表征类似的判别性和稳健性水平，同时在分类器稳定性方面

优于原始小波。注意其并表现出理论预计的不变性，因而相对于学习 CNN未能实现更高

的稳健性分数。

• 在判别性、几何稳健性和分类器稳健性三方面，我们的 HIR实现了更好的综合性能相对

于经典表征、散射网络以及学习 CNN家族。这与我们的理论预期相符，即 HIR兼顾了手

工表征和学习表征的优势。其效率优势将在下面的挑战性实验协议中得到进一步凸显。

在表 5.9中，我们以 8种 AIGC图像混合的形式训练并测试表征方法，给出了两种训练-测

试比例下的三种取证分数。注意该实验协议更具挑战性由于更复杂的类内变化，并且更加符合

真实世界取证场景。可以观察到：

• 经典表征在此混合基准上表现出良好的判别性以及对训练样本减少一贯的稳定性，验证

了其在小样本场景下的性能优势。与之前的观察一致，这些方法对于不同分类器仍表现

出严重的性能波动。

• 与之相对，学习 CNN家族的取证分数明显下降，在小样本的 1/9情况的平均 F1分数仅
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表 5.8 不同表征方法在多种 AIGC基准上的取证稳健性分数（F1, %）。

表征方法
随机朝向和翻转变体测试

ADM BGAN GLIDE Midjourney SD1.4 SD1.5 VQDM Wukong 平均分数 最差分数

经典表征

Cosine SVM 99.16 99.95 99.55 88.07 99.05 98.72 99.36 99.11 97.87 88.07
Wavelet SVM 99.95 99.80 99.85 82.83 99.08 98.71 99.95 99.16 97.42 82.83

Krawtchouk SVM 70.90 99.58 98.57 64.90 77.28 76.58 94.44 76.72 82.37 64.90

学习表征

SimpleNet 77.72 95.04 92.99 65.25 74.52 74.72 73.62 76.91 78.85 65.25
AlexNet 81.82 99.08 97.99 77.45 85.87 87.93 83.29 86.78 87.53 77.45
VGGNet 76.18 99.40 98.41 82.23 89.26 89.30 88.79 89.00 89.07 76.18

GoogLeNet 80.62 99.30 98.09 73.13 81.29 81.92 85.36 82.31 85.25 73.13
ResNet 85.62 99.28 97.60 81.82 85.60 86.84 87.94 85.21 88.74 81.82

DenseNet 84.57 99.56 98.66 88.57 91.16 91.60 94.26 89.47 92.23 84.57
InceptionNet 91.99 99.30 98.56 87.04 85.72 88.85 92.19 85.24 91.11 85.24
MobileNet 85.14 99.36 97.78 84.54 86.74 88.80 87.50 86.56 89.55 84.54

不变表征

ScatterNet SVM 92.61 99.67 99.18 82.75 88.81 89.40 97.05 83.83 91.66 82.75
HIR SVM 99.88 99.87 99.77 91.99 99.02 99.25 99.83 99.45 98.63 91.99

为 ∼70%。这进一步说明基于学习表征的取证算法在应对真实世界场景上的不足，即数据

依赖问题。

• 散射网络继承了表 5.7中的判别性水平和分类器稳定性，并且在小样本的 1/9情况的分

数优于全部学习表征，说明其较优的综合性能。

• 在这里，HIR实现了最高的取证精度相比于经典表征、散射网络以及学习 CNN家族。其

判别能力足以支撑 1/9小样本情况下的 8种AIGC图像的混合检测，意味着取证场景中良

好的实用性。值得注意的是为 AIGC取证专门设计的 ECCV’20、CVPR’20a和 CVPR’20b

在 1/9情况下的 F1分数分别为 79.67%、73.74%和 76.89%。综合以上，HIR以“即插即

用”的方式在三种经典视觉任务和两种取证任务中实现了一致良好的判别性、稳健性和

效率，没有一类实验中涉及的表征方法和取证方案能实现这一点。

5.6 本章小结

本章对面向更大规模视觉任务的层次不变量进行了系统性研究，将全局和局部不变量的基

本理论统一推广到层次假设，实现了判别性和不变性的有效折衷，提出了名为“层次不变表征

HIR”的新方法。与相关工作相比，HIR的特点可总结为：原则性和可解释性的设计、高效的不

变结构，以及深度学习时代有竞争力的判别性水平。

本章工作在理论层面的要点如下：

• 形式化了层次不变性的蓝图，并重新审视了 CNN的几种典型模块（5.3.1节）。

• 定义了新的模块及其级联以满足层次不变性蓝图（5.3.2节），特别是提供了关于图像与

表征的几何对称性关系的形式化结论（5.3.3节）。

• 探讨了上述新概念与典型概念之间的批判和发展关系，凸显了 HIR在迈向稳健和可解释
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表 5.9 不同表征方法在 AIGC实际（混合）基准上的取证分数（%）。

表征方法
训练/测试 = 5/5 训练/测试 = 1/9

Precision Recall F1 Precision Recall F1

经典表征

Cosine NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Cosine SVM 94.95 94.57 94.76 94.36 91.06 92.68
Wavelet NN 48.70 94.17 64.20 48.69 94.13 64.18
Wavelet SVM 94.03 94.57 94.30 83.55 93.48 88.24

Krawtchouk NN 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Krawtchouk SVM 75.24 74.77 75.00 71.56 68.57 70.03

学习表征

SimpleNet 61.79 40.70 49.08 56.40 60.48 58.37
AlexNet 80.76 77.63 79.16 71.83 72.50 72.17
VGGNet 84.75 86.67 85.70 72.45 72.37 72.41

GoogLeNet 74.15 80.40 77.15 67.84 68.83 68.33
ResNet 85.10 83.03 84.06 76.88 73.67 75.24

DenseNet 86.83 85.23 86.02 76.84 75.37 76.10
InceptionNet 82.69 86.63 84.62 68.62 68.56 68.59
MobileNet 81.54 82.47 82.00 68.52 68.57 68.55

不变表征

ScatterNet NN 83.68 83.73 83.71 79.37 79.70 79.53
ScatterNet SVM 90.31 85.17 87.67 85.28 79.70 82.40

HIR NN 96.79 96.47 96.63 95.66 93.04 94.33
HIR SVM 96.92 96.37 96.64 95.21 94.26 94.73

表征方面的独特性（5.3.5节）。

本章工作在实践层面的要点如下：

• 提供了层次不变性理论的一个具体框架，涉及网络拓扑、层和参数的实践原则（5.4.1节）。

• 挖掘了上述框架的数据自适应潜力，通过特征/架构选择或级联学习模块（5.4.2节）。

本章工作在应用层面的要点如下：

• 在典型的纹理、数字和寄生虫图像集上分别进行了 HIR的模式分类实验，从不同问题规

模和几何变体的下全面考察了理论承诺的性质（5.5.1节）。

• 在大规模的对抗性扰动和 AIGC取证任务中直接检验 HIR的现实有效性（5.5.2节）。结

果表明，HIR以“即插即用”的方式实现了一致良好的判别性、稳健性、效率和解释性，

表现出有竞争力的综合性能相比于现有表征方法和取证方案。

本章工作已总结成文：

• Shuren Qi, Yushu Zhang�, ChaoWang, et al. Hierarchical invariance for robust and interpretable

vision tasks at larger scales. International Journal of Computer Vision, Under Review.
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第六章 总结与展望

本文围绕可信人工智能场景，以视觉表征的不变性和对称性先验为切入点，系统性分析了

前人的不变表征研究，进一步提出了全局、局部和层次不变表征的新方法，并成功应用于多种

信息安全和取证的可信任务。本章首先回顾全文的核心内容及其重要性，随后指出更长时间周

期的研究展望。

6.1 本文总结

稳健和可解释的计算机视觉系统是可信人工智能的重要组成部分。受数学和物理学的“爱

尔兰根纲领”启发，目前一批研究者认为：在视觉表征中嵌入任务所需的不变性或对称性结构

是实现计算机视觉系统稳健性和可解释性的一种重要的原则性保障。如图 6.1所示，本文由此

展开：

第二章分析了经典不变量，作为本文的理论来源。理论层面，回顾该领域的发展历史（2.1

节）并梳理其中的核心知识和经典方法（2.2节），重点分析近期在快速/精确计算、稳健性/不变

性优化、定义扩展和应用的最新进展和成功经验（2.3节）。实践层面，提供了系统性的开源实

现 MomentToolbox，并且评估了众多经典不变量方法的精确性/复杂性、表征能力和稳健性/不

变性（2.4节）。第二章是对现有综述文献的有益补充，并作为后续章节创新性内容的知识基础。

第三章完善了全局不变量，为全局不变量带来了新的时频判别性以及噪声不变性（表 3.1）。

方法命名为“分数阶拉东矩 FMR”。理论层面，首先详细讨论了如何分别通过隐式路径（3.3.1

节）和显式路径（3.4节）来构造 FMR，前者直观、后者深入；随后，全面分析了 FMR的广义性、

旋转不变性、噪声稳健性和时频判别性（3.3.2节）；最后，通过傅里叶变换和递归公式（3.3.3

节）设计了计算效率高且数值稳定的离散实现方案。应用层面，首先通过含噪模式分类实验充

分验证了上述理论预期的性质；还将 FMR直接应用于自然畸变下的模板匹配（3.5.4节）和面

向版权保护的零水印技术（3.5.5 节），FMR 整体性地提升了对各类信号和几何劣化的稳健性，

证明了其在小规模可信视觉问题中的应用潜力。

第四章设计了局部不变量，将全局不变量的基本理论推广到更广义的局部假设（表 4.1）。

方法命名为“局部不变表征 LIR”。理论层面，首先从基本公式上推广了矩和矩不变量理论，给

出了具有局部表征能力的新定义 LIR（4.3.1节）；随后，形式化讨论了 LIR在几何不变性、等

变性和协变性方面的核心性质，作为形成不变表征的指导原则（4.3.2节）；最后，推导出了 LIR

的高效计算策略，具有低误差、常数阶复杂性以及基函数通用性的特点（4.3.3节）。实践层面，

给出了 LIR的实践指南，特别是明确了在取证任务中的设置原则（4.4节）。应用层面，首先通
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不变表征

全局表征假设

第二章第二章
分析经典不变量

理论梳理和实践基准
后续三个章节的研究基础
ACM Compu�ng Surveys

第三章第三章
完善全局不变量

新增时频判别性和噪声不变性
小规模可信任务：版权保护

IEEE TPAMI

局部表征假设
第四章第四章

设计局部不变量

经典不变量理论推广到局部假设
中等规模可信任务：人为篡改取证

IEEE TPAMI

层次表征假设
第五章第五章

探索层次不变量

经典不变量理论推广到层次假设
大规模可信任务：机器生成取证

IJCV在审IJCV在审IJCV在审

图 6.1 本文研究框架。

过稠密模式检测和匹配实验验证了上述理论预期的性质；还将 LIR 直接应用于复制-粘贴篡改

检测（被动取证）和感知哈希（主动取证），LIR实现了取证分数和效率的提升（4.5.3和 4.5.4

节），证明了其在中等规模可信视觉问题中的应用潜力。

第五章探索了层次不变量，在更大规模的视觉任务中更好地权衡了不变性和判别性（表

5.1）。方法命名为“层次不变表征 HIR”。理论层面，首先形式化了层次不变性的蓝图，并

重新审视了 CNN的几种典型模块（5.3.1节）；随后，定义了新的模块及其级联以满足层次不变

性蓝图（5.3.2节），特别是提供了关于图像与表征的几何对称性关系的形式化结论（5.3.3节）；

最后，探讨了上述新概念与典型概念之间的批判和发展关系，凸显了 HIR在迈向稳健和可解释

表征方面的独特性（5.3.5节）。实践层面，提供了层次不变性理论的一个具体框架，涉及网络拓

扑、层和参数的实践原则（5.4.1节）；并且挖掘了上述框架的数据自适应潜力，通过特征/架构

选择或级联学习模块（5.4.2节）。应用层面，首先通过纹理、数字和寄生虫显微图像的模式分类

实验，从不同问题规模和几何变体的下全面考察了上述理论预期的性质（5.5.1节）；还将 HIR

直接应用于大规模的对抗性扰动和 AIGC取证任务中，HIR以“即插即用”的方式实现了一致

良好的判别性、稳健性、效率和解释性，证明了其在大规模可信视觉问题中的应用潜力（5.5.2

节）。

总而言之，本文工作是经典不变量方法在理论、实践和应用层面上的扩展，尤其聚焦于增

强不变表征的判别性。本文所提出的主要概念，即局部不变量和层次不变量，在不变量的理论

研究中具有独创性，更加适用于多种实际的可信任务。

6.2 未来展望

宏观来看，在计算机视觉系统中嵌入物理世界的不变性和对称性先验的研究方面，所面临

的主要困难是知识驱动和数据驱动的折衷融合问题。本文的未来工作旨在解决该问题：

• 知识驱动路径擅长以“构造”的方式定义具有不变结构的视觉表征（即满足物理先验），
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但数学建模通常过于理想化，在实际的大规模问题中不能实现高精度的任务功能。为此，

主要的研究目标是提升手工表征的判别性，借鉴数据驱动路径的成功经验，本文的层次

不变量即属于此方面的初步尝试。为了打破判别性瓶颈，研究者应主要关注更广义的数

学建模方法，将现有不变性的成功设计推广到更一般的假设上，即扩大不变量所在特征

空间以允许潜在判别性特征的进一步选择。

• 数据驱动路径擅长以“学习”的方式自适应形成给定任务下高度判别的视觉表征（即满

足任务功能），但学习过程通常不符合物理先验（或者说学习逼近先验的效率过低且不受

保障），不能自动拓展至信任和安全攸关的场景。为此，主要的研究目标是赋予学习表征

以不变性，借鉴知识驱动路径的成功经验。为了打破不变性瓶颈，研究者应主要关注可

学习的不变结构，在深度网络的工程实践中抽象出其成功特质进行数学刻画，并且考虑

物理先验进行再设计以限制网络过多的参数和过高的自由度。
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文章千古事，得失寸心知。行文至此，我将为我四年的博士生涯，乃至十余年的学生生涯

画上一个句号。从文学到理工、从辽河到长江、从表面到深层、从浮躁到平和，这些年在自己

的折腾、导师的引领和家人的陪伴下，我逐渐找到了人生的方向，化解了很多困惑和不平。穿

过脑海中繁杂的细节和生僻的知识，他们对我的帮助难以清晰地回溯：不具体于某件事、亦不

是可量化的某种利益，但他们的影响以社会关系总和的形式清晰地重塑了我。

在此，我要向所有传道、授业、解惑于我的“师者”，表示最诚挚的感激。

首先我要感谢我的导师张玉书教授。回顾博士生涯，张老师对我一直坚持鼓励、平和、民

主的教育模式——经师易遇、人师难遭，我想我是非常幸运的。报考张老师的博士时，竞争十

分激烈，当时我的条件并不出众，但张老师还是选择了我，用张老师的话说是：“缘分”、“第一

印象对了”，非常感谢张老师在我的不善言辞中感受到我对科研的真心，我相信是因为张老师对

科研保有初心才能产生这种可贵的共振。顺利入学后，我一方面初生牛犊一心想搞大文章，另

一方面也很自卑显得畏首畏尾，张老师在无数次交流中不断地鼓励我大胆实践，并以平和、民

主的方式调整我的错误。幸而入学第一篇综述文章顺利被顶刊录用，审稿人给出了非常积极的

评价，张老师很高兴并感叹博士录取时选择，我则松了一口气：终于初步地不负师恩。进入状

态后平稳地开展全局、局部和层次不变量三个主要工作，期间即使有不利的外界消息，张老师

也一直积极鼓励我并未丧失信心，时常与我探讨未来的研究方向，为我打开眼界并寻找新的机

会。我很坚信，如果没有张老师亦师亦友的教育，我可能仍然做着微小的重复性工作甚至为此

沾沾自喜，张老师让我懂得学海无涯，也让我懂得勇敢和吃苦是学海唯一的通路。四年以来，此
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研究就呼应了操老师早期的一些提问。感谢操老师提供的交流机会，希望以后能赶上操老师课
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情、傅志彬、陈诺、翁静、石博文、张璐、孙元元和沈梦欣，我们在科研上的精诚合作，特别

是和谈情、傅志彬、陈诺一起成功发表了数篇论文，感谢你们与我一同努力、相互鼓励，共同

度过了难忘的时光。感谢张老师课题组的所有同学，同窗之谊，定当铭记。

我要感谢我的父母。他们从小到大一直给予我无微不至的关爱，一直支持我的求学生涯。我

的父亲十分聪明、为人豁达，在改革开放前自学化工，几乎靠一己之力推动油漆厂的技术升级，

改革开放后又跑通原料和销售渠道，但受限于时代最终未能进入大学。我的父亲极端厌恶应试

教育和形式主义，当我被题海淹没时他说“能用计算器就不要手算”、“掌握思想”，这种宽松

且实事求是的教育风格使我不仅没有厌学，反而一直保持了可贵的好奇心和求知欲；虽然高考

有所失利，但进入研究生阶段后的我深刻理解了我父亲教育的远见和勇气。我的父亲非常关心

我博士期间的研究进展，在论文发表时甚至高兴得在家里放起了鞭炮，我想这可能是对他未能

上大学的遗憾的一点宽慰吧。我的母亲对我信任且包容，我所做的人生决定她几乎毫无保留的

支持，一直是我最坚强的后盾和支持。在读博期间，我的母亲给了我无限的关怀和鼓励，让我

有勇气和信心去追求自己的梦想。哀哀父母，生我劬劳，进入而立之年的我将承担起更多责任。

希望你们永远健康、幸福！

祁树仁

2024年春于南京
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在学期间的学术论文与研究成果

博士学位论文相关的主要学术论文

1. Shuren Qi, Yushu Zhang�, ChaoWang, et al. A survey of orthogonal moments for image repre-

sentation: Theory, implementation, and evaluation. ACM Computing Surveys (CSUR), 2023,

55(1): 1-35. (第二章,计算机学科顶级期刊, IF 16.6, ESI高被引论文)

2. Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. Representing noisy image without denoising.

IEEE Transactions on Pattern Analysis andMachine Intelligence (TPAMI), 2024, Early Access.

(第三章,人工智能领域顶级期刊, IF 23.6, CCF-A)

3. Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. A principled design of image representation: To-

wards forensic tasks. IEEETransactions on PatternAnalysis andMachine Intelligence (TPAMI),

2022, 45(5): 5337-5354. (第四章,人工智能领域顶级期刊, IF 23.6, CCF-A)

4. Shuren Qi, Yushu Zhang�, Chao Wang, et al. Hierarchical invariance for robust and inter-

pretable vision tasks at larger scales. International Journal of Computer Vision (IJCV), Under

Review. (第五章,计算机视觉领域顶级期刊, IF 19.5, CCF-A)

攻读博士学位期间完成的其他学术论文

1. Shuren Qi, Qing Tan, Yushu Zhang�, et al. Learning to predict forgery probability from PRNU.

Under Review.

2. Shuren Qi, Nuo Chen, Yushu Zhang�, et al. Beyond colors: Exposing the recoloring manipu-

lation over the spatial dimensions. Under Review.

3. Chao Wang, Shuren Qi�, Zhiqiu Huang, et al. Spatial-frequency discriminability for revealing

adversarial perturbations. IEEE Transactions on Circuits and Systems for Video Technology

(TCSVT), Major Revision.

4. Yushu Zhang, Zhibin Fu, Shuren Qi�, et al. PS-Net: A learning strategy for accurately exposing

the professional Photoshop inpainting. IEEE Transactions on Neural Networks and Learning

Systems (TNNLS), 10.1109/TNNLS.2023.3272733, 2023.

5. Yushu Zhang, Qing Tan, Shuren Qi�, et al. PRNU-based image forgery localization with deep

multi-scale fusion. ACM Transactions on Multimedia Computing Communications and Appli-

cations (TOMM), 2023, 19(2): 1-20.

6. Yushu Zhang, Nuo Chen, Shuren Qi�, et al. Detection of recolored image by texture features in
139



面向可信视觉任务的不变表征方法研究

chrominance components. ACM Transactions on Multimedia Computing Communications and

Applications (TOMM), 2023, 19(3): 1-23.

7. Yushu Zhang, Zhibin Fu, Shuren Qi�, et al. Localization of inpainting forgery with feature

enhancement network. IEEE Transactions on Big Data (TBD), 2023, 9(3): 936-948.

8. Chao Wang, Zhiqiu Huang�, Shuren Qi, et al. Shrinking the semantic gap: Spatial pooling of

local moment invariants for copy-move forgery detection. IEEE Transactions on Information

Forensics and Security (TIFS), 2023, 18: 1064-1079.

9. Wenying Wen, Ziye Yuan, Shuren Qi, et al. PPM-SEM: A privacy-preserving mechanism for

sharing electronic patient records and medical images in telemedicine. IEEE Transactions on

Multimedia (TMM), 10.1109/TMM.2023.3339588, 2023.

10. WenyingWen, Haigang Huang, Shuren Qi, et al. Joint coverless steganography and image trans-

formation for covert communication of secret messages. IEEE Transactions on Network Science

and Engineering (TNSE), 10.1109/TNSE.2024.3354941, 2024.

11. Tao Wang, Yushu Zhang�, Shuren Qi, et al. Security and privacy on generative data in AIGC:

A survey. Under Review.

攻读博士学位期间申请的专利

1. 祁树仁,张玉书,王超. 一种稠密域图像鲁棒表征方法: 202210355254.X (公开), 2022.

2. 王超, 黄志球, 祁树仁, 沈国华. 一种基于视觉词袋模型的图像复制-粘贴篡改检测算法:

202210456583.3 (公开), 2022.

3. 谈情,张玉书,祁树仁. 一种基于 PRNU的深度多尺度融合图像取证方法: 202111330526.2

(公开), 2022.

4. 傅志彬,张玉书,祁树仁. 一种基于特征增强神经网络的图像修复取证方法: 202111327201.9

(公开), 2021.

5. 陈诺, 张玉书, 祁树仁. 一种基于空间相关性的重新着色图像取证方法: 202111392793.2

(公开), 2021.

攻读博士学位期间获得的主要奖励与荣誉

1. 江苏省研究生科研与实践创新计划, 15000元,江苏省教育厅, 2022.

2. 浦芯精英奖学金, 10000元,南京市浦口区政府, 2023.

3. 三好研究生和科研创新先进个人,连续三年,南京航空航天大学, 2021-2023.

4. 隐者联盟公众号年度论文奖,最佳论文, 2022.

5. 中国图象图形学报研究生学术论坛,优秀报告, 2023.
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